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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurden die Fragmentationsfunktionen bei der inklusiven Ha-
dronproduktion ete™ — Hadronen untersucht. Der Vergleich von Daten bei unterschied-
lichen Energien ergab eine starke Skalenverletzung. Dieser Effekt kann zur Bestimmung .
der Kopplungskonstanten der starken Wechselwirkung a, ausgenutzt werden.

Mit Hilfe des exakten QCD—-Matrix-Elements in 2.0rdnung wurde solch eine Bestimmung
durchgefiihrt. Es wurden Daten von den Speicherringen PEP, PETRA, AMY und LEP
bei 841 GeV? < Q? < 8312 GeV? und z(= p*/ppeam) > 0.08 verwendet.

Die Analyse ergab fiir die starke Kopplungskonstante einen Wert von

as(M%) = 0.118 £ 0.005
Der entsprechende QCD-Skalenfaktor lautet:

(5)
Agrs =230 + 60 MeV




,Die Physik erklart die Geheimnisse
der Natur nicht, sie fithrt sie auf
tieferliegende Geheimnisse zuriick.*
(C.F.v. Weizséicker)
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Kapitel 1

Einfiihrung

Unser Wissen ist Stickwerk
(1.Korinther 13,9)

» Was ist’s, das die Welt in Innersten zusammenhalt?“

Diese Frage beschiftigte nicht nur manchen Gelehrten der vergangenen Jahrhun-
derte, sondern ist auch eine der Grundlagen der Hochenergiephysik, einem grofien
Forschungsbereich der modernen Physik. Die Elementarteilchenphysik, wie die
Hochenergiephysik auch noch genannt wird, beschiftigt sich mit den elementaren
Bestandteilen der Materie und den Kraften (Wechselwirkungen) zwischen diesen.
Das Ziel ist eine einheitliche Beschreibung der vielen beobachteten Phanomene durch
moglichst wenige, allgemeingiiltige Gesetze und Prinzipien.

Dabei tritt neben die Frage nach den elementaren Kraften, die ,die Welt im In-
nersten zusammenhalten“ auch die Frage nach den elementaren Teilchen, die als
Grundbausteine fiir alle Materie, die uns umgibt und aus der wir bestehen, dienen.
Die Antwort der Hochenergiephysik hierauf ist {iberraschend einfach:

Alle Materie ist aus elementaren Fermionen (Teilchen mit halbzahligem Spin) zu-
sammengesetzt. Diese sind die Quarks (Ladung +2 bzw. —1) und die Leptonen
(z.B. Elektronen mit Ladung -1 und Neutrinos mit Ladung 0), die ganzzahlige La-
dung besitzen. Man vermutet heute 6 verschiedene Sorten von Quarks (Flavours),
von denen das top—Quark bisher noch nicht experimentell nachgewiesen wurde.
Dazu korrespondierend sind auch 6 Leptonen bekannt. Quarks und Leptonen wer-
den jeweils noch in 3 Generationen unterteilt. In Tabelle 1.1 sind diese elementaren
Fermionen aufgelistet.

Die angesprochenen fundamentalen Bausteine kénnen durch Austausch von Bosonen
(Teilchen mit ganzzahligem Spin) miteinander wechselwirken. Es gibt vier solcher
Wechselwirkungen, die durch unterschiedliche Austauschteilchen — auch Feldquan-
ten genannt — vermittelt werden. AuBerdem unterscheiden sie sich deutlich durch
Stirke und Reichweite. Jede dieser fundamentalen Wechselwirkungen 148t sich als

Fichtheorie darstellen.
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[ Quarks ” ” Leptonen
(uup) ( do(ivn) 1.Generation || e Ve
(Ch:rm) . (Str:nge) 2.Generation || p | v,
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Tabelle 1.1: Die elementaren Fermionen

*noch nicht entdeckt

Die Wechselwirkung zwischen den Quarks wird starke Wechselwirkung genannt. Als
Austauschteilchen dienen hierbei die sogenannten Gluonen!. Die zugehérige Theorie
wird Quantenchromodynamik (QCD) genannt. Die starke Kraft koppelt dabei an
alle Teilchen, die Farbladung tragen. Neben den Quarks sind dies auch die Eich-
bosonen der Theorie, die Gluonen. Das ist eine Besonderheit der nichtabelschen
Eichtheorien, zu denen auch die QCD gehort. AufBlerdem spielen bei der starken
Wechselwirkung alle aus Quarks zusammengesetzten Teilchen eine Rolle. Diese Teil-
chen, die Hadronen genannt werden, unterteilt man in zwei Gruppen.

Baryonen sind Hadronen mit halbzahligem Spin, die im wesentlichen aus 3 Quarks
zusammengesetzt sind. IThre bekanntesten Vertreter sind Protonen und Neutronen,
die z.B. in Atomkernen zu finden sind. Die zweite Gruppe sind Teilchen mit ganz-
zahligem Spin, die aus Quark und Antiquark bestehen und Mesonen genannt wer-
den. Einige wichtige Eigenschaften der starken Wechselwirkung werden in Kapitel 2
dargestellt.

Im Gegensatz zur starken Wechselwirkung, deren Reichweite auf einen Bereich von
Femtometern (=10"'*m) beschriankt ist, hat die elektromagnetische Wechselwir-
kung unendliche Reichweite. Sie wird vom Photon () als Austauschteilchen iber-
tragen und koppelt an alle Teilchen mit elektrischer Ladung. Dies wird in der
Quantenelektrodynamik (QED) beschrieben.

Die dritte fundamentale Wechselwirkung wird schwache Wechselwirkung genannt,
da sie nur eine sehr kurze Reichweite hat. Als Austauschteilchen dienen die Bosonen
W+, W= und Z°. Alle Quarks und Leptonen besitzen eine schwache Ladung und
spliren somit diese Wechselwirkung.

Es ist inzwischen gelungen, die schwache Wechselwirkung zusammen mit der elektro-

1von engl. glue = kleben




magnetischen in einem gemeinsamen elektroschwachen Modell darzustellen, das
GWS-Modell (= Glashow-Weinberg-Salam Modell) genannt wird. Gemeinsam mit
der QCD bildet dieses das Standardmodell. Man ist nun bestrebt, auch die starke
Wechselwirkung mit den beiden anderen in einer ,Grand Unified Theorie* (GUT)
zu vereinigen. Diese Vereinigung wire ein wichtiger Schritt zu einer Theorie, die
die verschiedenen Krifte als unterschiedliche Aspekte der gleichen ,fundamentalen
Kraft“ beschreibt. Bei genligend hohen Energien wiren alle Krifte gleich.

Von der Einbeziehung der vierten fundamentalen Kraft, der Gravitation, in eine all-
umfassende Theorie ist man allerdings noch sehr weit entfernt. Fiir die uns aus dem
Alltag vertrauteste Kraft, die zwischen Teilchen mit Masse wirkt, existiert noch kein
Ansatz zu einer Eichtheorie. Beschrieben wird die Gravitation durch die Gesetze
Newtons und die Allgemeine Relativititstheorie von Einstein.

Alle vier fundamentalen Wechselwirkungen sind in Tabelle 1.2 mit einigen Eigen-
schaften aufgefiihrt.

Wechsel— starke elekt.ro- schwache Gravitation
wirkung magntische
Aus.ta,usch- 8 Gluonen Photon w=, z° Graviton®
teilchen _
koppelt an Farbladung elektrische schwache Ladung Masse
(Quarks) Ladung (Quarks, Leptonen)
Reichweite 107 m oo 10718 m 00
Krafte in p und n Elektrizitat Schwerkraft
Beispiel Kernkriafte | Krafte im Atom B-Zerfall Planeten-
(Uberbleibsel) | el. magn. Wellen bewegung

Tabelle 1.2: Die fundamentalen Wechselwirkungen

*bisher unbekannt

Die verschiedenen Wechselwirkungen und Theorien spielen nicht nur bei der Unter-
suchung der kleinsten Teilchen eine groBie Rolle, sondern sie erlauben auch wichtige
Aussagen iliber Entstehung und Entwicklung des Universums. Nach dem Modell
vom heiflen Urknall (,,big bang®) war das Weltall kurz nach seiner Entstehung sehr
dicht komprimiert, und es herrschten deshalb sehr hohe Temperaturen (> 1032 K).
Durch Expansion kiihlte das Universum im Laufe von Jahrmillionen ab. Die beim
heutigen, kithlen Universum vorhandenen vier fundamentalen Kréifte waren in den
ersten Sekundenbruchteilen der Entwicklung des Alls wegen der grofilen Energien
gleich. Elementare Fragestellungen, wie z.B. die nach der Ursache des Ungleichge-
wichts zwischen Materie und Antimaterie, fallen in diese Phase und sollen in Zukunft




1. Einfithrung

mit Hilfe von GUT-Theorien entratselt werden. Auch fiir die Erforschung der an-
schlieBenden Entwicklungsstufen des Universums leistet die Elementarteilchenphysik

groBe Dienste.

Um die verschiedenen fundamentalen Theorien zu priifen, ihre Parameter zu messen
und auf die vielen noch offenen Fragen im Bereich der Elementarteilchen und der
Kosmologie Antworten zu finden, mufl man Experimente durchfiihren.

Da wir uns im Bereich kleinster Teilchen (d.h. bei sehr kleinen Abstinden) bewegen,
ist eine grofe Auflésung nétig, um das Gewiinschte zu ,sehen®. Diese Forderung ist
gleichbedeutend mit einer grofen Energie, was auch den Namen ,,Hochenergiephy-
sik“ als Synonym fiir ,Elementarteilchenphysik“ erkldrt. Ein weiterer Grund fiir
die Verwendung hoher Energien liegt darin, daB viele der Bausteine, die man er-
zeugen will, eine grofe Masse haben, d.h. es wird nach £ = mc? viel Energie zur
Materiebildung benotigt.

Die geforderten Energiebereiche erreicht man mit Hilfe von Beschleunigern, in denen
geladene Teilchen wie Elektronen oder Protonen durch elektrische Felder auf hohe
Energien beschleunigt werden. Es gibt Linearbeschleuniger und Kreisbeschleuniger.
Von besonderer Bedeutung sind die Speicherringe, in denen die Teilchen nicht auf
ein festes Target geschossen werden, sondern in denen zwei Teilchenstrahlen, die den
Ring in entgegengesetzter Richtung umlaufen, in bestimmten Bereichen mit hoher
Energie aufeinanderstofen. So werden z.B. beim LEP2-Speicherring am CERN3
in Genf Elektronen und Positronen, die den Ring entgegengesetzt durchlaufen, bei
einer Energie von jeweils ca. 45 GeV zur Reaktion gebracht. Man erhilt somit eine
Schwerpunktsenergie um 90 GeV.

Um ein Experiment durchzufiihren, werden auflerdem noch entsprechende Nach-
weisgerate fiir die entstandenen Teilchen bendtigt. Diese Detektoren stellen wegen
ihrer hohen technischen Anforderungen immer neue und komplexe Aufgaben an die
Entwicklung in der Elektronik und Technik.

Man hofft, mit den erwahnten komplizierten Apparaten den vielen noch offenen Fra-
gestellungen experimentell auf die Spur zu kommen. So ist z.B. eine der wichtigen
Fragen in der Theorie der starken Wechselwirkung (QCD) die Gré8e der Kopplungs-
konstanten «,. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit soll eine Methode aufgezeigt
werden, wie diese Konstante mit Hilfe der sogenannten Skalenverletztung — einem
wichtigen Effekt in der QCD — bestimmt werden kann.

2LEP = Large Electron Positron collider
3CERN = Conseil Européen pour la Recherche Nucléaire



Kapitel 2 ‘
Quantenchromodynamik (QCD)

Mit der Entdeckung des Atomkerns durch die Streuexperimente von Rutherford
in den Jahren 1906 bis 1913 begann die Erforschung der kleinsten Bausteine der
Natur. Nachdem man durch diese Versuche erkannte, dafl ein Atom nicht ein unteil-
barer Grundbaustein der Materie ist, sondern aus Elektronen besteht, die um einen
kleinen, die ganze Masse tragenden Atomkern ,kreisen“, folgte bald dessen Unter-
suchung. Man kam zu dem Ergebnis, dafi der Kern aus geladenen Protonen und
den elektrisch neutralen Neutronen aufgebaut ist. Dies warf die Frage auf, warum
der Kern zusammenhalten kann, obwohl die Protonen sich aufgrund ihrer elektri-
schen Ladung abstoBen. Es mufite auer der elektrischen Kraft noch eine stérkere,
auf kurzen Abstdnden wirkende ,Kernkraft“ geben. Verschiedene Modelle wurden
entwickelt, um diese Wechselwirkung zwischen den Nukleonen (=Kernbausteinen)
erkldren zu konnen. Das bekannteste stammt von Yukawa, der die Kernkraft durch
Austausch von Pionen beschrieb. ’
Heute weifl man, daB die Kernkraft nur ein Uberbleibsel der starken Kraft ist, die die
Bausteine der Nukleonen, ndmlich die Quarks, zusammenhalt. Analog zu den Van-
der-Waals Kréften bei der elektromagnetischen Wechselwirkung werden Kernkrifte
durch inhomogene Verteilungen der starken Ladung im Proton oder Neutron verur-
sacht.

Zur Beschreibung der starken Kraft wurde ab den 60er Jahren die Theorie der
Quantenchromodynamik entwickelt. Die wichtigsten Eigenschaften dieser Theorie
werden in diesem Kapitel beschrieben.

2.1 Das Quarkmodell

Um 1964 waren schon etwa 100 Hadronen bekannt. Neeman, Gell-Mann und Zweig
versuchten diese schematisch zu ordnen. Sie fafiten dazu die Teilchen nach Isospin
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und Hyperladung zu Multipletts zusammen. Aus gruppentheoretischen Uberlegun-
gen ergab sich die Idee, die vielen Teilchen als Bindungszustinde von fundamentalen
Bausteinen, den Quarks, zu beschreiben. Durch verschiedene Kombinationen der
damals postulierten drei Quarksorten u,d und s erhielt man die Baryonen als ein
System aus drei Quarks (z.B. Abbildung 2.1). Die Mesonen kénnen als verschiedene
Quark-Antiquark Zustinde aufgefaBt werden (z.B. Abbildung 2.2).

Bis heute hat man viele weitere hadronische Teilchen entdeckt, deren Existenz
ausschlieBlich nach obigem Bauprinzip mit den heute bekannten fiinf Quarksorten
u,d, s, ¢, b erklart werden kann. Das als sechste Quark erwartete Top—Quark konnte
aufgrund seiner grofien Masse bisher noch nicht nachgewiesen werden.

Mit Hilfe des Quarkmodells ist es gelungen, die vielen hundert Hadronen durch we-
nige Grundbausteine zu beschreiben. Zu den Erfolgen des Modells gehért auch die
richtige Vorhersage von bisher unbekannten Teilchen. So wurde z.B. die Existenz
des aus drei s—Quarks bestehenden 2~ lange vor seiner Entdeckung vorausgesagt.

Die Quarks selbst sind Teilchen mit Spin 3 und drittelzahliger elektrischer Ladung
(siehe auch Tabelle 2.1). Sie wurden bisher nie als freie Teilchen beobachtet, was die
Theorie bestitigt, die besagt, da Quarks nur in gebundenen Zustidnden auftreten
kénnen. Neben der elektrischen Ladung tragen die Quarks eine starke Ladung, die
auch Farbe genannt wird. Es sind drei solcher Farbladungen bekannt, die man in
Analogie zur Farbenlehre rot, blau und griin (r,b,g) nennt.

LGenera,tion | Flavour | Masse* | el. Ladung | Quantenzahlen ]
1 u (up) = 350 MeV +2/3 I = +1/2
d (down) | = 350 MeV -1/3 Iy =-1/2
) ¢ (charm) | =~ 1.8GeV +2/3 C=+1
s (strange) | = 550 MeV —1/3 S=-1
3 t (top)** > 91 GeVi +2/3 T=+1
b (bottom) | =~ 4.5GeV —1/3 B=-1

Tabelle 2.1: Die Quarks.

Die aufgefiihrten Quantenzahlen sind in der starken Wechselwirkung erhalten:

I3=dritte Komponente des Isospins, S=Strangeness, C= Charm, B= Bottomness,
T= Topness. Nichtaufgefithrte Quantenzahlen sind 0.

*Da Quarks nicht frei existieren, ist ihre Masse nicht eindeutig definiert. Die Angaben in der
Tabelle ergeben sich aus Mesonmassen (nach [1]).

**noch nicht entdeckt

tnach [2]
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Abbildung 2.1: Baryonen aus u—,d- und s-Quarks mit Spin-Paritit %+. Links sind die
beobachteten Teilchen und rechts der Quarkinhalt angegeben. [1]
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Abbildung 2.2: Mesonen aus u—,d- und s—Quarks mit Spin-Paritit 0~ (a) bzw. 17 (b).
Die Quarkzusammensetzungen aus (a) gelten auch fiir (b). [1]
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Eine Kombination aller drei Farben oder von Farbe und zugehdriger Antifarbe ergibt
ein farbloses (,weifles“) Teilchen.

Hadronen tragen nach auflen hin keine Farbladung. Deshalb sind fiir Mesonen nur
die farblosen Kombinationen (¢parse rggz) moglich. Entsprechend gibt es Baryonen
nur als (¢r g5 ¢5) bzw. (35 75), d.h. in Kombinationen, die alle drei Farben enthalten.
Der Farbfreiheitsgrad, urspriinglich eingefiihrt, um das Pauli-Prinzip in Zustanden
wie ddd (mit J = 2) zu retten, kann auch explizit nachgemessen werden. Dazu
wird das Verhaltnis R von hadronischem zu myonischem Wirkungsquerschnitt in
der ete~—Annihilation verwendet:

o(ete” — Hadronen)

R= (2.1)

o(ete” — p*p~)

Wird R ohne Farben berechnet, so fehlt der Faktor 3. Die Existenz von drei Farben
ist also experimentell gesichert.

Die Wechselwirkung zwischen den farbigen Quarks wird durch 8 Eichbosonen {iber-
tragen, die Gluonen genannt werden. Diese masselosen Austauschteilchen tragen
selbst Farbe und Antifarbe, was zur Folge hat, daBl sie auch untereinander wech-
selwirken. Diese wichtige Gluonselbstkopplung hat grofle Auswirkungen auf die
weiteren physikalischen Eigenschaften der starken Wechselwirkung.

2.2 Die Lagrange—Dichte der QCD

Die Wechselwirkung zwischen Quarks und Gluonen wird in einer Eichtheorie, der
Quantenchromodynamik, beschrieben. Vorbild war das einfachste Beispiel einer
quantisierten Feldtheorie, die Quantenelektrodynamik. Diese wurde zur Beschrei-
bung der elektromagnetischen Wechselwirkung eingefiihrt und ist eine der erfolg-
reichsten physikalischen Theorien iiberhaupt. Dabei wird die unitdre Eichgruppe
U(1) verwendet, die zu einem masselosen Eichboson — dem Photon — fiihrt.

Die Eichgruppe der QCD ist nicht die U(1)-, sondern die SU(3)-Gruppe. Die
Generatoren dieser Gruppe sind acht 3x3-Matrizen, die sogenannten Gell-Mann-
Matrizen A,, @ = 1,...,8. Diese Matrizen kommutieren nicht. Es handelt sich
folglich um eine nichtabelsche Gruppe.

Mit T, = —)lz‘i gilt: [Ta, Tb) = t faveTe

Dabei sind die Sfabe die Strukturkonstanten der Gruppe.



2.2. Die Lagrange-Dichte der QCD

Um die Lagrange-Dichte zu erhalten, geht man von einem kinetischen Term fiir die
Quarks aus [3]:

.. :
£Oz) =3 7 (=) (74" 0 — m;) ¢’ () (2.2)

1=1

Hierbei lauft die Summe iiber alle Flavours. Die Quarkfelder ¢’ besitzen drei Farb-
komponenten: .
- [a
¢ =\ g
a3

Wir fordern Invarianz unter der folgenden lokalen Eichtransformation im Farbraum:

Aa

¢(2) > U(@)g(a) =D g(a) , To=% (2.3)

Um diese zu erfiillen wird eine kovariante Ableitung eingefiihrt:
Oy — 0y +19T.G},

Die Vektorfelder G beschreiben gerade die Gluonfe'lder.' Ihre Transformationsvor-
schrift lautet:
m

1
Gy — G = 0u0 — fuseanG (2.4)

SchlieBlich fiigen wir noch einen eichinvarianten Term fiir die kinetische Energie
dieser Eichfelder hinzu, der den Gluonfeldstirketensor G}, enthilt.

G;zw = aﬂG?/ - aVGZ - gfachZGs (25)

Das Ergebnis fiir die eichinvariante Lagrange-Dichte der Quantenchromodynamik
lautet dann ([3]):

Lgcp(z) = E @ () (78, — m;) ¢’ (z) — JZ 7 1,-)7 Gog'(z) - ZGZUG“”
j=1
(2.6)
Der erste Teil beschreibt hierbei die Quarks, der dritte die Gluonen und der zweite

die Kopplung zwischen beiden. Die Konstante g entspricht der Kopplungskonstan-
ten. Meist bezeichnet man aber a; = 3— als die Kopplungskonstante der starken

Wechselwirkung.
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! G G G

Abbildung 2.3: Die elementaren Feynmangraphen der QCD, die neben freiem Quark
und freiem Gluon in Lgcp enthalten sind.

Links eine Quark-Gluon-Wechselwirkung (g7 — ¢), in der Mitte der Tripel-Gluon Vertex
und rechts der 4-Gluonen Vertex.

Die Zusatzterme mit den fqs in Gleichung (2.4) und bei den Feldstarketensoren G%,
in Gleichung (2.6) zeigen, daB eine nichtabelsche Gruppe vorliegt. Sie beinhalten
gerade die oben erwihnte Selbstkopplung der Gluonen. :
Wegen der Selbstwechselwirkung der Gluonen gibt es bei den elementaren QCD-
Feynmangraphen in Abbildung 2.3 auch solche, die nur aus Gluonen bestehen. Den
Vertex mit 3 Gluonen (¢ — g¢g) nennt man auch Triple-Gluon Vertex, g — ggg
entspricht einem 4-Gluon Vertex.

2.3 Laufende Kopplungskonstante (,,running o)
und Renormalisierung

Die Kopplungskonstante a, wird nicht als echte Konstante, sondern als ,laufende”

Kopplungskonstante benutzt, deren Wert von der vewendeten Energieskala abhangt.
Ahnliches gibt es auch in der QED. Dort nimmt die Kopplung o mit der Energie zu.
Eine laufende Kopplungskonstante wird verwendet, da der Versuch, ,nackte* Kopp-
lungen, Ladungen oder Massen — g, €9, mp — zu definieren, wegen der Selbst-
energiebeitrage zu Unendlichkeiten fithrt. Man muf deshalb diese Gré8en durch die
renormierten, physikalisch wirklich mefibaren Groflen ersetzen. Dabei wird a bei
einer Energie ¢ durch o bei einem ¢2 ausgedriickt. ,,Nackte* Kopplungen werden
also vermieden.

Wenn man sich tiberlegt, welche elektrische Ladung — was im wesentlichen o ent-
spricht — eine zur Messung verwendete Probeladung ¢ wirklich ,sieht®, so wird das
Verhalten von a(q?) verstindlich. Durch Vakuumpolarisation entstehen aus den
Photonen, die stindig absorbiert oder emittiert werden, fiir kurze Zeit ete™—-Paare.
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2.3. Laufende Kopplungskonstante (,running a,“) und Renormalisierung

groBe Abstinde kleine Abstinde

Abbildung 2.4: Ladungsmessung. ‘
Bei grofier Entfernung R sieht die Probeladung wegen der Abschirmung weniger ,nackte®
Ladung als bei kurzen Abstinden. Dies hat zur Folge, dafi die Kopplungskonstante der

QED energieabhéngig ist.

groBe Abstinde kleine Abstinde

Abbildung 2.5: Antiabschirmeffekt durch die Gluonen.

Neben virtuellen Quarks spielen in der QCD auch virtuelle Gluonen eine Rolle. Da diese
die Farbe (hier blau) nach auflen tragen, ,sieht“ eine auf blau empfindliche Sonde B bei
grofem Abstand R mehr blau als bei geringen Entfernungen.
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2.  Quantenchromodynamik (QCD)

Diese virtuellen, geladenen Teilchen schirmen, vergleichbar mit einem Dielektrikum,
die zu messende Ladung nach auflen ab (,shielding“-Effekt), d.h. bei gréBeren
Abstdnden (= kleineren Energien) erkennt ¢ nur eine abgeschirmte Ladung. Bei
- kleineren Abstanden — d.h. groBeren Energien — befindet man sich ndher an der
»nackten® Ladung und hat weniger Abschirmung (Abbildung 2.4). Folglich nimmt
die so gemessene Ladung mit der Energie zu.

Die QCD zeigt ein anderes Verhalten. Zunichst hat man auch analog zu der QED
einen Abschirmeffekt der Farbladung, der durch virtuelle Quark-Antiquark-Paare
entsteht. Doch die Gluonen, die von dem zu messenden Probequark absorbiert
oder emittiert werden, kénnen nicht nur kurzzeitig in gg-Paare, sondern wegen der
Gluonselbstkopplung auch in Gluonpaare iibergehen. Diese virtuellen Gluonen tra-
gen selbst Farbladung und bewirken somit ein ,Nachauflentragen“ der Farbe (Ab-
bildung 2.5). Dies hat einen Antiabschirmeffekt (,antishielding“~Effekt) zur Folge.
Bei hohen Energien (= kleinen Abstinden) ,sieht“ man weniger Farbe. Die Kopp-
lungskonstante o, nimmt mit der Energie ab (Abbildung 2.6).

Mit der Renormalisierung zur Beseitigung der Divergenzen erhilt man fiir o, in
1.0rdnung [5]:

2y __ O‘s(Qo)
as(Q°) = T e - BT (2.7)

Ny ist die Flavourzahl und Qo eine Bezugsenergie.

10

. A —
1 10 1/GeV 10

Abbildung 2.6: Energieabhingigkeit der starken Kopplungskonstanten a, (nach [4]).

12



2.3. Laufende Kopplungskonstante (,running a,“) und Renormalisierung

Statt Qo kann man einen Skalenparameter A verwenden. Bei Beriicksichtigung der
zweiten Ordnung héngt dieser vom verwendeten Renormalisierungsschema ab. Meist
wird das sogenannte M S-Schema (Schema der modifizierten minimalen Subtraktio-
nen) verwendet. Auferdem hidngt A noch von der Flavourzahl ab. Wenn im folgen-
den von A gesprochen wird, so ist immer A% gemeint, d.h. A im M S-Schema mit
Ny =5.

Die endgiiltige Gleichung fiir die laufende Kopplungskonstante o,(Q?) lautet in
der 2.0rdnung [6]:

(2.8)

. - In(ln%;
(%) = 12 ( 6(153 — 19N,) S%))

B3-2N)ln& ' (3-2N)? n%

Ist der aus dem Experiment zu bestimmende Skalenfaktor A bekannt, so kann mit
Gleichung (2.8) a;, bei jeder Energie in 2.0rdnung berechnet werden. Eine Bestim-
mung von A entspricht also einer Bestimmung von a;.

Das Verhalten von «, zeigt, daf fiir asymptotisch grofie Q? a,(Q?) — 0 gilt. In
diesem Energiebereich verhalten sich die Quarks folglich wie freie Teilchen. Dieses
Ph&nomen bezeichnet man auch als Asymptotische Freiheit (,,asymptotic freedom*).

Die Renormalisierungsskala:

Zum Ausrechnen von physikalischen Gréfien bei Prozessen verwendet man oft die
Stérungstheorie. Dabei wird die interessierende Observable V' nach der Kopplungs-
konstanten entwickelt:

V= Qg + ayg + agaf + 0303 +... (2.9)

Die Koeffizienten a; werden bei einer Energie Q? in einem bestimmten Renor-
malisierungsschema berechnet. Bei Verwendung einer Renormalisierungsskala u
mit p? # Q? muf die Kopplungskonstante a,(u?) benutzt werden. Ebenso sind die
Koeflizienten a; von der Skala abhingig. Dennoch bleibt die gesamte Reihe (2.9)
gleich, da g kein physikalischer Parameter ist und deshalb den Wert der physi-
kalischen Groéfie V nicht beeinfluflen darf. Bricht man (2.9) hingegen aufgrund
der Unkenntnis von héheren Ordnungen nach dem i-ten Term ab, so bleibt eine
Abhéngigkeit von der verwendeten Renormalisierungsskala. Dies zeigt, daB die un-
bekannten hoheren Ordnungen und das Abhingen von der Skala eng miteinander
verkniipft sind.

In der optimierten Stérungstheorie (,optimized perturbation theory“) [7] versucht
man, den Einfluf der héheren Ordnungen durch entsprechende Wahl der Renorma-

lisierungsskala zu minimieren.
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2. Quantenchromodynamik (QCD)

Beim Ubergang von der Skala Q2 zu einer Skala p? = f - Q? gilt fiir die neuen
Koeffizienten a} [4]:

‘.-1 . -
a; =3 _ci|In(f)l
j=0

Dabei werden die Zahlen cf aus den a; berechnet. Es gilt:

a; = a3
33 — 2N
Cll2 = a9+ al————l-zﬂ_—f- hlf
, 6(153 — 19Ny) 33 — 2Ny (33 —2Ny)? 2
a; = az+ (a1 (122 ZG2T Inf + a; (1Zr)? (In f)

(2.10)

Den Faktor f nennt man Renormalisierungsfaktor. Mit o) = a,(fQ?) ergibt sich
fir die Observable (in 3.Ordnung):

V = ap + aja, + aha? + a4l (2.11)

2.4 Confinement und Jets

Die Stérungsrechnung funktioniert nur, solange die Kopplungskonstante klein bleibt,
was flir a, bei groBen Energien erfiillt ist. Bei niedrigeren Energien wird «, aber so
groB, daB keine Stérungsrechnung mehr durchgefithrt werden kann. Man verwendet
in diesem Bereich Modelle. - ~

Die Zunahme von a, mit Verringerung der Energie (£ VergroBerung des Abstands)
hat das ,Confinement“ der Quarks zur Folge. ,Confinement“ bedeutet, daB die
Quarks in farbneutralen Hadronen eingeschlossen sind, also nicht als freie Teilchen
existieren kénnen. Beim Versuch der Trennung bildet sich zwischen den farbigen
Quarks ein Feldschlauch (String) aus Gluonen. Dieser nimmt um so mehr Energie
auf, je weiter man die Quarks voneinander entfernt. Man kann dies durch einen
linearen Anteil am Potential beschreiben: V o r (d.h. die Energiedichte im String
ist konstant). Irgendwann reicht die Energie aus, um ¢gg—Paare zu bilden. Die neuen
Teilchen rekombinieren mit den urspriinglichen, und das ganze setzt sich so lange
fort, bis nur noch Hadronen {ibrig bleiben. Diese sind farblos und koppeln deshalb
nicht mehr an einen String.

Das Confinement hat zur Folge, daB8 bei einem Proze8, bei dem primér Quarks und
Antiquarks sowie Gluonen entstehen, im Endzustand nur Hadronen zu sehen sind.
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2.5. Der Proze8 ete~— Hadronen

Abbildung 2.7: 3-Jet-Ereignis bei 31 GeV [3].
Man erkennt deutlich, daf§ die Teilchen in 3 Biindeln vom Reaktionspunkt wegfliegen.

Der Ubergang von diesen Partonen genannten Teilchen zu Hadronen wird auch als
Fragmentation bezeichnet. Der Impuls der Partonen wird dabei auf die Hadronen
verteilt. Da bei der Fragmentation nur geringe Transversalimpulse beziiglich der
priméren Richtung hinzukommen, erhilt man ein ganzes Biindel hadronischer Teil-
chen. Man spricht hierbei von einem Jet. Im Experiment sieht man an Stelle der
Quarks solche Jets von Teilchen, wie in Abbildung 2.7 ersichtlich.

Die Anzahl der bei der Fragmentation entstehenden Hadronen hingt von der Energie
ab. Bei 91 GeV (LEP-Energie) erhilt man im Mittel bei einem Ereignis ca. 21 ge-
ladene Teilchen. Diese Zahl nennt man (geladene) Multiplizitit.

2.5 Der Prozefl ete"— Hadronen

Von groBer Wichtigkeit fiir Tests der QCD ist die Annihilation von Elektron und Po- .
sitron {iber v oder Z° in ein Quark-Antiquark-Paar, das in Hadronen fragmentiert.
Man kann diesen ProzeB in 4 Phasen aufteilen (Abbildung 2.8) [4]:

(I) Bildung eines gG—Paares
(IT) Abstrahlung von Gluonen, Aufspaltung von Gluonen in ¢g-Paare
(III) Fragmentation der Quarks und Gluonen in Hadronen

(IV) Zerfall der instabilen Teilchen

15



2. Quantenchromodynamik (QCD)
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Abbildung 2.8: Der ProzeB ete~™ — Hadronen in 4 Phasen.

(I) Bildung eines gg—Paares (ete™ — ¢q)

Aus Elektron und Positron entsteht ein g§-Paar iiber ein v oder Z° Dieser Proze8
kann mit der elektroschwachen Theorie berechnet werden. Dabei werden die Kopp-
lungen der einzelnen Quarkflavours an 4 und Z° benutzt. Fiir die Kopplung an 7 ist
die elektrische Ladung verantwortlich. Die Kopplung an das Z° wird durch V (Vek-
torkopplung) und A (Axialvektorkopplung) beschrieben, in die neben der Ladung
auch die 3.Komponente des schwachen Isospins und sin? 8! eingehen.

Hat man Energien im Bereich der Z°~Masse, so wird das Z%-Boson resonant er-
zeugt. Da die Kopplungen der verschiedenen Flavours an v und Z° unterschiedlich
sind, erhilt man bei 91 GeV (d.h. auf dieser Resonanz) eine andere Flavourzusam-
mensetzung als in Energiebereichen, in denen nur das v eine Rolle spielt.

1sin? 6y ~ 0.23
0w wird schwacher Mischungswinkel genannt.
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2.5. Der szozeB ete~— Hadronen

(II) Abstrahlung von Gluonen / Aufspaltung von Gluonen
in gG—Paare

Genau wie ein elektrisch geladenes Teilchen mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit
ein Photon abstrahlen kann, kénnen Quarks (d.h. Teilchen mit Farbladung) Gluonen
abstrahlen. Diese Gluonen kénnen analog der Vakuumpolarisation eines Photons
(y — e*e”) in ein Quark-Antiquark-Paar aufspalten (¢ — ¢7). Wegen der Gluon-
selbstkopplung ist aulerdem eine Aufspaltung in zwei Gluonen méglich (¢ — gg).
Von den sekundaren Quarks und Gluonen kann wieder Gluonstrahlung bzw. Auf-
spaltung ausgehen usw. Man erhilt eine Kaskade von Quarks und Gluonen.

Die mathematische Behandlung hiervon kann auf zweierlei Arten geschehen:

e Matrix-Element:

Man rechnet dabei die Wirkungsquerschnitte explizit bis zu einer bestimmten
Ordnung in Stérungstheorie. In 1.0rdnung und fiir masselose Quarks gilt fir
das Matrix-Element [6]:

1 d% 2a, z? + z2

;dmldxz - 3 (1 - (1)1)(1 - IL’2) (2.12)

2E;
cM

der Energieanteil der Partonen an der Strahlenergie.

Dabei ist z; =

Vollstandige Matrix-Element—Rechnungen gibt es bisher nur bis zur 2.0rdnung
in a, [8][9][10][11], da die Zahl der zu beriicksichtigenden Feynmandiagramme
mit jeder Ordnung stark anwachst.

Bei einem Matrix-Element zweiter Ordnung besteht der Endzustand aus ma-
ximal 4 Partonen (siche Graphen in Abbildung 2.9).

e Leading-Log—Approximation:

Bei der Leading-Log-Niherung werden nur die fiihrenden logarithmischen
Terme aller Ordnungen, nicht aber Schleifendiagramme beriicksichtigt. Dies
entspricht einer rekursiven Berechnung der Wahrscheinlichkeit, daff ein Quark
ein Gluon abstrahlt bzw. daB ein Gluon in ¢ oder gg aufspaltet. Wegen der
hierdurch entstehenden Kaskade von Quarks und Gluonen, &hnlich einem elek-
tromagnetischen Schauer, spricht man auch von Parton-Schauer. Der Endzu-
stand besteht aus vielen Partonen (Abbildung 2.10).

17



2. Quantenchromodynamik (QCD)

<<
e

Abbildung 2.9: Feynmangraphen fiir die Reaktion ete™ — Quarks + Gluonen mit
einem Matrix-Element 2.0rdnung,.

Abbildung 2.10: Beispiel fiir einen Feynmangraphen in Parton-Schauer Naherung fiir
die Reaktion ete~ — Quarks + Gluonen.
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2.5. Der Proze8 ete~— Hadronen

(III) Fragmentation der Quarks und Gluonen in Hadronen

Da wir uns bei der Fragmentation in Energiebereichen befinden, in denen keine
Stérungstheorie angewendet werden kann, sind wir auf phanomenologische Modelle
angewiesen.

Das wichtigste Fragmentationsmodell ist das der String-Fragmentation. Dabei wird
im Prinzip der in Kapitel 2.4 beschriebene Vorgang verwendet. Zwischen farbi-
gen Teilchen, die sich voneinander entfernen, bildet sich ein Farbstring aus, der
immer mehr potentielle Energie aufnimmt. Reicht diese Energie zur Bildung ei-
nes sekundaren qg-Paares, so bricht der String auseinander, und das ganze wieder-
holt sich mit den verbleibenden Stringteilen, bis nicht mehr geniigend Energie zur
gG—Paarbildung vorhanden ist. An den Bruchstellen bilden sich aus beieinander-
liegenden Quarks und Antiquarks Mesonen. Baryonen kénnen iiber Diquarkpaare
entstehen. In diesen HadronisierungsprozeBl geht eine Skalenfunktion ein, die die
Verteilung von Energie und Longitudinalimpuls der gebildeten Hadronen angibt.
Diese Funktion wird auch oft Fragmentationsfunktion genannt?. Genaueres iiber
Form, Parametrisierung und Bedeutung wird in Kapitel 5.1 beschrieben.

Ein anderes, alteres Fragmentationsmodell, die Unabhéngige Fragmentation (,In-
dependent Fragmentation“) [13], hat inzwischen an Bedeutung verloren. In diesem
Modell wird angenommen, da jedes Parton unabhéngig von den anderen durch
wiederholte Bildung von gg-Paaren fragmentiert, wobei auch eine Skalenfunktion
verwendet wird. Da andere Ansitze — insbesondere die String-Fragmentation —
die Daten besser beschreiben, werden die ,,Unabhingigen Modelle“ heute kaum noch
verwendet.

(IV) Zerfall der instabilen Teilchen

Nach der Hadronisierung sind viele Mesonen und Baryonen vorhanden, die aber
oft nur eine geringe Lebensdauer besitzen. Die Zerfille dieser instabilen Teilchen
schlieBen sich direkt an die Fragmentation an. Sie konnen mit Hilfe der Verzwei-
gungsverhiltnisse fiir die unterschiedlichen Zerfallskanile der Teilchen nach elek-
troschwacher und starker Theorie beschrieben werden.

SchlieBlich bleiben nur stabile Hadronen iibrig, die man im Detektor nachweisen
kann. Die beschriebenen Zwischenstufen sind dem Experiment (leider) nicht zugéng-
lich. Man ,sieht* nur die Reaktion ete™ — (stabile) Hadronen und mu$ sich zur
genaueren Beschreibung die Zwischenstufen {iber Theorie, Modelle und Simulation

beschaffen.

2Um eine klare Unterscheidung zu der in Kapitel 3.2 definierten Fragmentationsfunktion
zu gewihrleisten, wird im folgenden (z.B. Kapitel 5.1) wie in [12] nur der Name Skalen—
funktion verwendet.
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Kapitel 3

Skalenverletzung

3.1 Skalenverletzung in der tiefinelastischen
Streuung

Von grofler Bedeutung fiir das Quarkbild der Hadronen und die Entwicklung der
QCD sind die Experimente zur tiefinelastischen Lepton-Nukleon-Streuung. In die-
sem Gebiet wurde auch zum erstenmal eine Skalenverletzung (,,scaling violation“),
verursacht durch QCD-Effekte, wie z.B. Gluonbremsstrahlung, gemessen und spiter
zu einer prazisen Bestimmung der starken Kopplungskonstanten a, verwendet [14].
Fir die Beschreibung der tiefinelastischen Lepton-Nukleon-Streuung wurde das Par-
tonmodell entwickelt. Es sagt aus, da8 diese als Streuung des Leptons an punktférmi-
gen Konstituenten des Nukleons (den Partonen) beschrieben werden kann (Abbil-
dung 3.1). Diese Konstituenten kénnen mit den Quarks identifiziert werden.

Der Wirkungsquerschnitt z.B. der Elektron-Proton-Streuung
e +p—e +X
kann mit Hilfe sogenannter Strukturfunktionen ausgedriickt werden [1]:

d’o __47roz2 E
dg?dv ¢4 EM

0 0
Wa(q?, v) cos? 3 + 2W;(¢%, v) sin? 3 (3.1)
Hierbei sind W; und W, zwei Strukturfunktionen fiir die Beitrige der beiden Po-
larisationszustdnde des ausgetauschten Photons. Die Variablen v und ¢ stehen fiir
die ibertragene Energie bzw. den Viererimpulsiibertrag. 0 ist der Streuwinkel des

Elektrons im Laborsystem.

Falls die Lepton-Parton—Streuung eine punktférmige Wechselwirkung ist, diirfen
die Strukturfunktionen in (3.1) nicht von ¢? abhéngen, sondern lediglich von einer
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3.1.  Skalenverletzung in der tiefinelastischen Streuung

) N (1—x)P

Abbildung 3.1: Tiefinelastische Streuung im Partonmodell.

Das Elektron streut an einem Konstituenten des Nukleons, der den Impuls xP trigt. Die
anderen Partonen bleiben von der Streuung unberiihrt.

Rechts der Graph O(a) dieses Prozesses.

dimensionslosen Variablen z = -2—%;—” Bei grofien Energien (dies entspricht gerade
einer punktférmigen Lepton-Parton Wechselwirkung) spielen ndmlich die Massen
keine Rolle mehr, und es ist somit keine Abhingigkeit von einer Massen— oder
Langenskala vorhanden. Mathematisch bedeutet dies, daf die Funktionen W (q?, v)
im Grenzfall ¢> — 0o und v — oo endlich bleiben. Dieses 1967 von Bjorken postu-
lierte Verhalten wird Skaleninvarianz genannt.

Man erhilt fiir groBe Energien (|¢] 3> Mnukieon) :

Wi(¢v) — Fi(z) . 2
Wit v) — Fi(o)

M

Diese Funktionen Fy und F, gehen an Stelle von W) und W, in obigen Wirkungs-
querschnitt (3.1) ein.

Durch eine leichte Rechnung kann man zeigen, da8 die Variable z in einem System, in
dem das Targetnukleon einen grofien Dreierimpuls hat (,,infinite momentum frame*),
gerade dem Anteil des gestreuten Partons am Viererimpuls des Nukleons entspricht :

PParton = zP

Im Laborsystem, in dem das Nukleon ruht, entspricht = einer Art Massenverhiltnis

von Parton— und Nukleonmasse: z = %;. Das heifit, daB die Funktionen F(z) in

gewissem Sinne die Verteilung der Nukleonmasse auf die Partonen beschreiben.



3. Skalenverletzung
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Abbildung 3.2: Skalenverhalten bei 2 = 0.25. Die Werte der Strukturfunktion hingen
nicht von der Energie ab. (Daten vom SLAC [1])

In Abbildung 3.2 sieht man, daf die Skaleninvarianz bei z = 0.25 experimentell gut
bestatigt ist.

Allerdings mifit man bei kleineren und gré8eren £ Abweichungen von diesem Skalen-
verhalten. In Abbildung 3.3 wiirde exaktes Skalieren bedeuten, daf} sich fiir alle z
Parallelen zur Q?-Achse ergeben. Man sieht deutlich, daB8 dies nicht der Fall ist.
F, steigt fiir kleine z mit Q% an und fillt fiir groBe = mit Q? ab.

Diese Eigenschaft wird Skalenverletzung genannt. Man kann sie mit Hilfe von Effek-
ten in der QCD erkléren.

Im Partonmodell werden weder Gluonbremsstrahlung noch virtuelle gg-Paare bertick-
sichtigt. Diese liefern zu dem urspriinglichen Diagramm der Ordnung O(a) (Abbil-
dung 3.1) noch Beitrige in a;, z.B. der Ordnung O(aa;) oder O(aa?) (Abbildung 3.4)
und zerstéren das Skalenverhalten. Bei hoherer Energie ¢ des Photons kann man
besser Auflésen und sieht neben den Valenzquarks mehr Gluonen und virtuelle
gG-Paare. Diese ¢g tragen weniger Impuls, d.h. es werden mehr Partonen mit
kleinem z gesehen. Durch Gluonbremsstrahlung nimmt der Impulsanteil der Va-
lenzquarks ab, d.h. es gibt weniger Teilchen mit groBem z. Diese beiden Effekte
verursachen also genau das, was man in den Experimenten beobachten kann.
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3.1. Skalenverletzung in der tiefinelastischen Streuung
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Abbildung 3.3: Skalenverletzung in der tiefinelastischen Streuung. Man erkennt deut-
lich, daB sich die Werte der Strukturfunktion mit der Energie dndern. (Daten vom
CDHS-Experiment am CERN [5])

G q

Abbildung 3.4: Beispiele fiir Beitrége in O(ca,) und O(aa?) zur tiefinelastischen Streu-
ung, verursacht durch Gluonbremsstrahlung und Gluonaufspaltung.

Links streut das v an einem Quark, das zuvor ein Gluon abgestrahlt hat. Rechts stammt
das Quark, an dem gestreut wird, von einer Gluonaufspaltung.
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3. Skalenverletzung

Quantitativ wird diese Energieabhéngigkeit der Strukturfunktionen und damit des
Wirkungsquerschnitts (3.1) durch die Altarelli-Parisi-Gleichungen formuliert. Diese
sind fiir die ete™—Annihilation in Kapitel 3.3 genauer erlautert.

Da die Skalenverletzung durch QCD-Effekte verursacht wird, die von der Gro8e der
starken Kopplung a, abhingen, ergibt sich die Mdoglichkeit, diesen Parameter aus
der Differenz der Strukturfunktionen bei verschiedenen Energien zu messen.

3.2 Skalenverletzung in der ete"—Annihilation

Bei der ep-Streuung befinden wir uns im raumartigen Bereich, d.h. das Austausch-
teilchen (Photon) ist raumartig.

Geht man nun in den zeitartigen Bereich, d.h. zur e*e~~Annihilation, iiber, so kann
auch hier eine Skalenverletzung durch QCD-Effekte beobachtet werden. Die in-
klusive Hadronerzeugung ete~ —— Hadronen (Abbildung 2.8, Seite 16), bei der -
simtliche geladenen Hadronen im Endzustand betrachtet werden, besteht wie in
Kapitel 2.5 dargestellt, aus mehreren Phasen. Im Experiment sehen wir nur die
hadronischen Endzustande. Die Beschreibung kann durch zwei kinematische Varia-

blen erfolgen:

1. Durch das Betragsquadrat des Impulses, der vom leptonischen System (ete™)
auf das hadronische iibertragen wird:

Q*=q¢*= (ket + ke- )2 =s (3.2)
Im Schwerpunktssystem (CMS) ist dies gerade E2,, = 4E%, op-

2. Durch den Energieanteil des Hadrons h an der Strahlenergie:

Eh

= im CMS 3.3
EStrahI : ( )

T

Oder invariant formuliert:
_ 2pq

z—Q2

Bei der Analyse wird an Stelle der Energie E* des Hadrons der Impuls p* verwen-
det, da dieser experimentell leichter zuginglich ist und die gleiche Information zur

Skalenverletzung enthalt.
Betrachtet werden soll im folgenden die (normierte) Impulsverteilung der Hadronen:

+,~ : : __
(eTe” — Hadronen) mit = = (3.4)
Estan  Ecm

1 do
Ot d
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3.2. Skalenverletzung in der ete~~Annihilation

Der differentielle Wirkungsquerschnitt 192 in (3.4) ist ein MaB fiir die Anzahl der

Hadronen mit Impuls p* = zpsiran :

1 do 1 dN 55
Otor dx B Ney dz ( ) )

Dabei ist dN die Anzahl der Hadronen, die einen Impulsanteil zwischen = und z +dz
besitzen. N, ist die Zahl der verwendeten e*e~-Reaktionen, d.h. das Spektrum
(3.5) ist auf eine ete™ — Hadronen-Reaktion normiert.

Weiter wird eine Fragmentationsfunktion D(z,Q?) verwendet, die ein Maf fiir die
Wahrscheinlichkeit darstellt, ein Hadron mit Impulsanteil z im Endzustand zu fin-
den. Es ist leicht einzusehen, daB diese Funktion gerade obigem Spektrum (3.5)
entspricht.

Unter Berticksichtigung der Tatsache, dafl es in dem uns interessierenden Ener-
giebereich 5 verschiedene Quarkflavours gibt, die nicht unbedingt alle die gleiche
Fragmentationsfunktion besitzen, schreiben wir [15]:

1 do
o o (3.6)

D(IB, Q2) = Z I/Vi(Qz)Dt(ma Qz) =

Hierbei steht W;(Q?) fiir das Gewicht vom Quarkflavour i bei der Energie Q*. Dieses
Gewicht kann aus der elektroschwachen Theorie berechnet werden.

Hitte man nur einen Beitrag von den Diagrammen aus Abbildung 3.5, d.h. keine
QCD-Effekte, so wiren die Fragmentationsfunktionen D;(z) energieunabhingig.
Dies entspricht dem Bjorken-Skalenverhalten bei der inelastischen Streuung. Eine
Skalenverletzung (d.h. Energieabhingigkeit) des obigen Wirkungsquerschnitts kime
dann nur durch die Anderung der in (3.6) durch die W;(Q?) beriicksichtigten Flavour-
anteile mit der Energie zustande. Wie bei der inelastischen Streuung spielen aber
auch hier die QCD-Effekte, wie z.B. Gluonbremsstrahlung und Aufspaltung von
Gluonen in Quark-Antiquark—Paare, eine grofe Rolle. Sie liefern mit den Diagram-
men aus Abbildung 3.6 und héheren Ordnungen Beitrage zum Wirkungsquerschnitt.
Diese Beitrage sind aus zwei Griinden energieabhéngig und damit skalenverletzend:

e o, andert sich mit der Energie, d.h. die Kopplung von Gluonen an Quarks
bzw. ¢4 an Gluonen nimmt mit der Energie ab.

e Der Phasenraum fiir Gluonen wird mit zunehmender Energie gréfer.

Der zweite Effekt iberwiegt hierbei den ersten, was bedeutet, da bei hoherer Ener-
gie mehr Gluonen und mehr ¢g-Paare entstehen. Dies duflert sich auch dadurch,
daB die Anzahl der Jets in einem Ereignis mit der Energie zunimmt.



3. Skalenverletzung

Abbildung 3.5: Diagramme zur e*e~—Annihilation in nullter Ordnung
fiir y— bzw. Z°-Austausch.

Abbildung 3.6: Beispiele fiir Diagramme zur ete~—Annihilation in erster und zweiter
Ordnung.
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3.2. Skalenverletzung in der e*e~—Annihilation

In Abbildung 3.7 ist die 3-Jetrate in Abhingigkeit von der Energie aufgetragen. Die
Kurve fiir gleichbleibenden Phasenraum — dies entspricht einem konstanten y!'—
zeigt einen leichten Abfall mit der Energie. An ihr sieht man die Energieabhingig-
keit, die mit der Abnahme von «, zusammenhéngt. LaBt man hingegen die Jet-
aufldsung — d.h. M* — konstant, so wird die Zunahme des Phasenraums mit der
Energie richtig beriicksichtigt und die 3-Jetrate steigt stark an. Wegen diesem domi-
nierenden Effekt nimmt der Wirkungsquerschnitt fiir ¢gG-Ereignisse zu. Bei einer
Erh6hung der Energie von 35 GeV auf 91 GeV steigt der Anteil der 3-Jetereignisse
von 26% auf 75% an. ' '

1 Auf die Auflésungsparameter wird in Kapitel 5.1 eingegangen.

RJ-wIT

0.9 S y = const = 0.08
M = const = 9.1 GeV

0.8 [
07 |
06 [
0.5 —

0.4

0.1 |

ot : : - i
Qin GeV

Abbildung 3.7: Die 3-Jetrate in Abhingigkeit von der Energie.

Bei konstantem Phasenraum (y = const) nimmt die 3-Jetrate leicht mit der Energie ab.

Bei konstanter Jetauflésung (M = const) zeigt sich hingegen eine starke Zunahme des
Anteils der ¢GG-Ereignisse.
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1/o*da/dX

-
o
N
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3. Skalenverletzung

Die Tatsache, daB bei hdherer Energie mehr Gluonen abgestrahlt werden, fiihrt dazu,
daB die Quarks und damit auch die entstehenden Hadronen weniger Impuls haben.
Der Wirkungsquerschnitt (3.5) nimmt deshalb fiir groBe « ab. Umgekehrt erhilt
man durch die zunehmende Anzahl von g§-Paaren und Gluonen mehr Teilchen
mit wenig Impuls. Bei kleinen x steigt somit der Wirkungsquerschnitt mit der
Energie an. Dieses Verhalten kann durch einen Vergleich von e*e™-Experimenten
bei verschiedenen Energien eindeutig bestatigt werden (Abbildungen 3.8 und 3.9).
Der Unterschied zwischen den Spektren verschiedener Energien hingt dabei direkt
von a; ab, da die Zunahme der Anzahl der Gluonen durch den gré8eren Phasenraum
proportional zu a, verlauft. Aus dem Verhéaltnis der Spektren bei 91 GeV und 35 GeV
geht hervor, daf} es sich bei der Skalenverletzung um einen 30%-Effekt handelt.
Die in den Experimenten gemessene Skalenverletzung wird im nichsten Kapitel in
eine quantitative Form gebracht.

0

X

Abbildung 3.8: z-Verteilungen bei verschiedenen Energien.

Aus a.) sieht man, daB bei kleinen z die Daten hoher Energie (Delphi) iiber denen niedriger
Energie (Tasso) liegen. Bei groflen z ist es umgekehrt. Ohne die Daten des Delphi-
Experiments ist die Skalenverletzung allerdings nicht signifikant, da die experimentellen
Fehler zu gro8 sind.

In b.) ist das Verhiltnis von %-‘5—% bei 91 GeV und 35 GeV aufgetragen. Auch hier ist die
Skalenverletzung eindeutig sichtbar.
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3.2. Skalenverletzung in der ete~—Annihilation

1/o*da/dX

3
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Abbildung 3.9: Skalenverletzung in der e*e™—Annihilation.

Es ist deutlich zu sehen, daB sich i—ﬁ—‘i— mit der Energie dndert.




3. Skalenverletzung

3.3 Die Altarelli-Parisi—Gleichungen

Die Energieabhangigkeit der in Kapitel 3.2 eingefiihrten Fragmentationsfunktionen
D(z, @?%) wird durch die Altarelli-Parisi Entwicklungsgleichungen beschrieben. Diese
Integro-Differentialgleichungen sehen wie folgt aus ([15], [16]):

9 ( Di(z,Q) ) _e(@) | L Fe Di(=,Q?)
Q2—5@~5 ( Dg(z,Q%) ) T oom ( 2__%1 P Poc ) ® ( Da(z,Q?) ) 3.7) -

Das Symbol ® steht dabei fiir ein Faltungsintegral:

P Dl(,¢) = [ LrwDE, QY

Neben den Fragmentationsfunktionen D;, i=d, u,s, ¢, b fiir die verschiedenen Quark-
flavours und Dg fiir die Gluonen enthalten die Gleichungen (3.7) noch die Altarelli-
Parisi Splitting-Funktionen Py, Pgq, Pyg, Poe und die laufende starke Kopplungs-
konstante a,(Q?).

Mit Hilfe dieses Gleichungssystems ist es moglich, aus Anfangsfunktionen D;(z, Q3)
bei einer Referenzenergie Qo die Verteilungen bei jeder beliebigen Energie @ > Qo
zu berechnen. Die Entwicklung zu héheren Energien wird hierdurch vollstindig be-
schrieben und hingt auBer von den Anfangsparametrisierungen, die fiir die D;(z, QZ)
gewahlt werden, nur noch von «a,(Q?) ab. Deshalb sollte es auch méglich sein, mit
bekannten Verteilungen bei verschiedenen Energien @ > Qo die starke Kopplungs-
konstante a, zu bestimmen.

Auf eine fundierte Herleitung des Gleichungssystems (3.7) wird in diesem Rahmen
verzichtet (siehe dazu [16]). Jedoch soll im folgenden eine anschauliche Interpreta-
tion der Gleichungen gegeben werden, um das physikalische Verstandnis zu erleich-
tern. Diese beschrankt sich dabei auf die 1.Ordnung.

Wir betrachten zunichst die Splitting-Funktionen P;;(y). Diese beschreiben die
Wabhrscheinlichkeit, ein Parton i mit Impulsanteil y von einem Elternparton j zu
finden. Haben wir ein Parton j mit skaliertem Impuls z;, so ist dies die Wahrschein-
lichkeit, dafl dieses in ein Parton i mit z; = y - z; tbergeht. P, beschreibt den
ﬁbergang von ¢ nach ¢, wobei die Impulsdnderung durch Abstrahlung von einem
Gluon zustande kommen kann. Pg, steht fiir den Ubergang von Quark zu Gluon
und P, und Pgg fiir die Uberginge von Gluon zu Quark bzw. Gluon.

Berechnen kann man diese Funktionen durch Integration des exakten QCD-Matrix-
Elements.
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3.3.  Die Altarelli-Parisi-Gleichungen

In erster Ordnung erhilt man sie ,einfach® aus den fundamentalen Vertizes der
Quantenchromodynamik:

Py und Pgy aus ¢ = ¢+ G, Pyg aus G — ¢+ § und Pgg aus G — G + G.

Die Ergebnisse (1.0rdnung) sind fiir 5 Flavours [6]:

P (z) = %(t‘f) +26(1 - )
+
Pla) = (" +(1-2))
Poy(z) = %(1’*'(13:"3’)2)
1 —

T 11—z

Pog(z) = 6< ‘”+.»c(1_x)+( z )+>+%3~5(1——3:) (3.8)

Dabei ist die Distribution [F(z)]4+ durch folgende Beziehung definiert:

/01 dz o(z)[F(z)]4 = /01 dz [p(z) — ()] F(x)

@(x) ist eine beliebige Testfunktion.

Mit dieser Interpretation der Splitting-Funktionen kann man die Altarelli-Parisi-
Gleichungen anschaulich verstehen. Nehmen wir dazu die erste Gleichung aus (3.7):
2

Q503 D:,@) = 42 (P,y ® Di + Pey © Do) (3.9)
Auf der linken Seite steht die Anderung der Quarkfragmentationsfunktion mit der
Energie. Diese Anderung kann (in 1.Ordnung) dadurch entstehen, daf das Quark
ein Gluon abstrahlt, das dann in das Hadron h fragmentiert. Mathematisch be-
handelt wird dieser Fall gerade durch die Faltung von Pg, mit Dg. Die andere
Maoglichkeit besteht darin, dafl das Tochterquark in das Hadron h fragmentiert, was
durch Py, ® D; ausgedriickt wird. In Abbildung 3.10 ist Gleichung (3.9) graphisch
dargestellt.

Analog kann man mit der zweite Gleichung aus (3.7) verfahren. Diese enthélt bei
D,¢ eine Summe iiber die Quarkflavours und einen Faktor 2. Dadurch wird beriick-
sichtigt, daB das Gluon in Quark-Antiquark-Paare aller Flavours aufspalten kann.

Beachtet man, dafl Qz“a—%‘ = 53-5 mit ¢ = In Q? gilt, so ist zu sehen, daB die Entwick-
lung logarithmisch mit der Energie verlauft. Dies zeigt die logarithmische Skalen-
verletzung, die durch die Altarelli-Parisi-Gleichungen beschrieben wird.




3.  Skalenverletzung

h G h q h
d é G %
dt q q q + q

Dq qu X Dq , qu ® Dg

Abbildung 3.10: Darstellung der ersten Altarelli-Parisi-Gleichung (1.0Ordnung).

I

Oft werden die Gleichungen (3.7) anstatt mit den Quarkfragmentationsfunktionen D;
mit sogenannten Singletts und Nonsingletts formuliert. Unter einem Nonsinglett
versteht man die Differenz zwischen einem D,; und D,;:

DA.‘j(xaQQ) = Di(x’ QQ).’_ Dj(x’ Qz) (3'10)

Dabei stehen i und j fiir beliebige Quark-(oder Antiquark-)flavours.
Durch die Differenz fallt der Gluonterm weg, und man erhilt entkoppelte Differen-
tialgleichungen:

9
502

Der Rest wird mit Singletts formuliert, die man durch Aufsummieren der Fragmen-
tationsfunktionen fiir alle Quarks und Antiquarks erhélt:

aa(Q2)
2T

Q* DAij(m’Q2) = (PQQ(x)®DAij(x7 Q2)) (3.11)

Ny
Ds(z,Q% = Dy(=, Q%) + Di(z,QY) (3.12)

=1

Hier findet keine Entkoppelung statt. Man hat also ein System von Gleichungen:

0 ( Ds(z,Q?) ) _ (@) ( Py 2Ny Pg, ) ® ( D (z, Q) ) (3.13)

9Q? \ Dg(x, Q%) Pie  Poc Dq(z, Q%)

2r
Die Formulierung mit Singletts und Nonsingletts hat den Vorteil, daB die Gleichun-
gen zum Teil entkoppelt werden. Allerdings ergibt sich damit auch der Nachteil, daf
nicht mehr die einzelnen Quarkflavours zugénglich sind, sondern nur irgendwelche
Kombinationen.
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3.3. Die Altarelli-Parisi-Gleichungen

Fiir die tiefinelastische Streuung (Kapitel 3.1) ergeben sich die gleichen Entwick-
lungsgleichungen. Der einzige Unterschied besteht darin, daB P, und Pg, in der
Matrix der Splitting-Funktionen vertauscht sind [16]. Es gilt fiir den Singlettsektor:

(qu 2N/PGq) — (qu 2NquG)
FPic  Fee zeitartig Peq  Foa raumartig

Momente:

Da die Gleichungen (3.13) analytisch nicht gelst werden konnen, ist es in einigen
Fallen besser, sie zu transformieren. Dadurch erhilt man ein Gleichungssystem fiir
die Momente, die wie folgt definiert sind:

n-tes Moment: <D,~(Q2)>n = /01 dz 2" 1 Di(z, Q%) (3.14)
Diese Momente erfiillen die transformierten Gleichungen:
2 9 2 2\ n 2
Q 5‘@"2‘<DA.‘,'(Q )>n = —as(Q ) g <DA.-,-(Q )>n (3.15)
2 9 [ (D=(@%), ) (02 ( Yoo 2NE, ) ( (D=(Q@%).. )
555 ( (et ) =@ (2 ) (oe@y: ) o

Dabei ist (3.15) die Gleichung der Nonsingletts, (3.16) beschreibt den Singlettanteil.
Anstatt der Splitting-Funktionen F;; treten hier die anomalen Dimensionen v auf:

1
7= [ doa™ Py(a)

Diese sind bis zur 2.0rdnung berechnet ([18],[19], [20]). Durch die Transforma-
tion ist das System von Integro-Differentialgleichungen nun in ein System gewd6hn-
licher Differentialgleichungen iibergegangen. Ein solches System kann auch analy-
tisch gelést werden, wodurch man einfache Beziehungen fiir die Momente erhilt,
in denen die Anfangsbedingungen — némlich die Momente bei der Referenzenergie
Qo — explizit vorkommen [21]. Aus den Momenten kann man dann Informatio-
nen tiber die Fragmentationsfunktion durch inverse Mellin-Transformation erhalten
([22],[23]). Dies ist allerdings wegen der Kompliziertheit nur in 1.0rdnung sinnvoll.
Eine andere, auch noch in 2.0rdnung anwendbare Moglichkeit zur Verwendung der
Momente besteht im Entwickeln der Fragmentationsfunktionen nach Orthogonalpo-
lynomen. In den Koeffizienten treten dabei die Momente auf (Genaueres dazu in
Kapitel 3.4.3).

Aufgrund der heute zur Verfiigung stehenden Rechner haben die Momente an Bedeu-
tung verloren. Die analytisch nicht l6sbaren Gleichungen werden meist numerisch

mit hoher Genauigkeit ausgewertet.
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3. Skalenverletzung

3.4 Bestimmung von «; aus der Skalenverletzung

Die Skalenverletzung in der tiefinelastischen Streuung wurde schon vor einigen Jah-
ren dazu verwendet, den Wert von «a, zu messen. Diese a,~Bestimmungen sind
die bisher prazisesten. Aus der Streuung von Myonen an Protonen ermittelte die
BCDMS-Kollaboration a,(M%) = 0.113 £ 0.005 [14].

Es liegt nun nahe, a, auch aus der Skalenverletzung in der Fragmentationsfunk-
tion, d.h. aus e*e~~Experimenten, zu bestimmen. Bevor in Kapitel 5 eine solche
as—Bestimmung vorgestellt wird, soll hier anhand von drei Methoden skizziert wer-
den, wie aus der Skalenverletzung bei der ete~—Annihilation Information iber a,
gewonnen werden kann.

Die Energien der bei der Analyse verwendeten Experimente (siehe Kapitel 4.1) sind
weit grofer als 10 GeV. Deshalb ist es, im Gegensatz zur tiefinelastischen Streu-
ung, nicht noétig, die im Niederenergiebereich wichtigen ,higher-twist“-Beitrige zu
beriicksichtigen [6].

3.4.1 Numerische Anpassung der Altarelli-Parisi—
Gleichungen

Da die Entwicklung der Fragmentationsfunktionen mit der Energie, beschrieben
durch die Altarelli-Parisi-Gleichungen (3.7), explizit von «a,(@?) abhingt, ist es
naheliegend, diesen Parameter direkt aus den Gleichungen zu bestimmen.

Dazu benétigt man zunichst gemessene Impulsverteilungen — d.h. Fragmentations-
funktionen — bei unterschiedlichen Energien Q;. AuBlerdem muf eine Anfangspara-
metrisierung fiir die Quark— und Gluonfragmentationsfunktion D; bzw. Dg bei ei-
ner Energie QQp angesetzt werden. Dies ist erforderlich, da im Experiment nur die
Summe (3.6) gemessen werden kann, nicht aber die Anteile der einzelnen Quarkfla-
vours und der Gluonen, die in den Entwicklungsgleichungen bendtigt werden. Die
laufende Kopplungskonstante a,(Q?) wird durch den Ausdruck (2.8) (Seite 13) er-
setzt, der A als freien Parameter enthéilt.

Von der Startenergie Qo ausgehend, kénnen nun die Fragmentationsfunktionen durch
schrittweise numerische Auswertung der Altarelli-Parisi-Gleichungen zu den ver-
schiedenen Q; entwickelt werden. Mit den Ergebnissen wird dann die mit den Daten
vergleichbare Summe (3.6) bestimmt. Da die Entwicklung von A und der Anfangs-
parametrisierung abhingt, kann man diese so anpassen, daff die experimentellen
Ergebnisse méglichst gut beschrieben werden. Genaueres zu solchen Fitprozeduren
wird in Kapitel 5 erlautert.

Diese Methode zur a,-Bestimmung bringt zwei Probleme mit sich:
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3.4. Bestimmung von «, aus der Skalenverletzung

~ Die unbekannte Anfangsparametrisierung mu8 sinnvoll gewahlt werden.

— Eventuell gibt es aufgrund der Anfangsparametrisierung viele freie Parameter
in der Fitprozedur.

In einer Studie wurden nach [15] Startparametrisierungen der Form
zD(z) = a(1 — z)®

gewahlt, wobei fir u-, d- und s—Quark die gleiche Funktion angenommen wird:

zDi(z) = a(l-z) fir u-, d-, s—Quarks

zD.(z) = ¢(1—z)? fiir c-Quarks

zDy(z) = e(l—a)f fir b-Quarks (3.17)
zDg(z) = g(1 —z)* fir Gluonen

Die Altarelli-Parisi-Gleichungen wurden in 1.0rdnung verwendet, d.h. a,(Q@?) und
die P;; gehen jeweils in 1.0rdnung ein. Die 8 Parameter aus (3.17) und A wur-
den mit Hilfe des Programmpakets MINUIT [32] und von [15] an die Daten der
6 Experimente aus Kapitel 4.1 angepaBt. Es zeigte sich, daf die gewéhlte Parametri-
sierung eine gute Beschreibung der Daten erlaubt. Die resultierenden Parameter fiir

eine Startenergie von 14 GeV lauten:

a = 146 b = 1.62

¢ = 10.73 d = 3.81

e = 14.72 f = 1756 (3.18)
g = 1.82 h = 1.07

A = 514MeV (1.0rdnung)

Die GroBe x?, die ein MaB fiir die Abweichung der theoretischen Entwicklung von

den Daten darstellt, ergab sich hierbei zu x* = 75.0. Dies bedeutet pro Kanal:
2
X
= 1.06
Kanal

AuBerdem ergaben sich bei der Anpassung noch folgende Ergebnisse:

o Es ist notig, fiir die schweren c— und b-Quarks eine andere Funktion als fiir
die leichten Quarks zu benutzen. Bei Verwendung der gleichen Funktion ist
eine gute Beschreibung der Daten nicht mehr méglich.

o Die Korrelationen zwischen den Startparametern der verschiedenen Startfunk-
tionen sind relativ gering. Allerdings ist A mit den Anfangsparametern teil-
weise sehr stark korreliert.
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3. Skalenverletzung

o Der Fehler von A ist aufgrund der starken Korrelationen ziemlich gro8.

Um o, aus den Altarelli-Parisi-Gleichungen bestimmen zu kénnen, miilte man diese
in 2.0rdnung (d.h. mit ,next to leading order“~Korrekturen) verwenden. Die Studie
zeigte, dafl der Polynomansatz (3.17) fiir die Startparametrisierung sinnvoll ist und
die schweren Quarks extra beriicksichtigt werden miissen.

3.4.2 Verwendung des QCD-Matrix-Elements 2.0rdnung

Neben den Entwicklungsgleichungen kann auch direkt das exakte QCD-Matrix-
Element zur Beschreibung der Q?~Abhangigkeit der Fragmentationsfunktionen und
damit zur a,~Bestimmung herangezogen werden. Da die Splitting-Funktionen P;;
in (3.7) durch Integration des Matrix-Elements berechnet werden, sind die beiden
Methoden vom Prinzip her dquivalent.

Der Hauptunterschied besteht darin, daB man bei der numerischen Lésung der
Altarelli-Parisi-Gleichungen die Moglichkeit hat, kleine Schritte zu verwenden. Da-
bei kann in jedem Schritt mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit ein Gluon ab-
gestrahlt werden, was einer Summe {iber alle Terme héherer Ordnung der Form
a? In™ Q? entspricht. Diese treten als fiihrende Terme in der Ordnung n auf. Bei
der Integration des QCD-Matrix-Elements in 2.0rdnung kénnen hingegen maximal
2 Gluonen abgestrahlt werden. Somit kann ein Unterschied in den héheren Ordnun-
gen auftreten.

In unserem Fall erwarten wir keinen allzu grolen Unterschied der beiden Methoden,
da die relative Energiednderung nicht sehr grof ist. Die Entwicklung 2.0rdnung und
die exponierte Form der obigen logarithmischen Terme unterscheiden sich deshalb
kaum.

Im Rahmen der Studie von Kapitel 3.4.1 wurde auch der Einflul der Schrittzahl
auf die Entwicklung (d.h. auf die Skalenverletzung) getestet. Eine Erhéhung von
2 auf 20 Schritte ergab Anderungen von weniger als 5%. «, nimmt nur leicht mit
der Schrittzahl ab. Auch dieser Sachverhalt zeigt, dal der Unterschied zwischen
Altarelli-Parisi-Entwicklung und Matrix-Element in 2.0rdnung gering ist.

Fir die a,-Bestimmung wurde in dieser Arbeit die Methode mit dem Matrix-
Element 2.0rdnung verwendet, da diese einige Vorteile mit sich bringt. Es wird
keine unbekannte Startparametrisierung gebraucht, und man hat fiir die Fitproze-
dur weniger freie Parameter. AuBerdem sind im dabei verwendeten Monte-Carlo
Generator die Anteile der verschiedenen Flavours — d.h. die Gewichte W;(Q?) aus
(3.6) — automatisch nach elektroschwacher Theorie bei jeder Energie richtig einge-
baut.
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3.4.3 Entwicklung der Fragmentationsfunktionen nach
Orthogonalpolynomen, Momente

Diese dritte Methode kniipft an die analytische Loésung der Altarelli-Parisi-Glei-
chungen mit Hilfe der Momente an ([33] fiir die tiefinelastische Streuung und [17] fiir
die ete~~Annihilation). Dabei wird zunichst die Fragmentationsfunktion D(z, Q?)
nach einem Satz von Orthogonalpolynomen entwickelt.

Orthogonalpolynome werden mit einer Gewichtsfunktion w(z) und folgender Rela-

tion definiert:

/ ' 4z w(2)0k(2)01(z) = 6u (3.19)

Dabei ist ©; ein Orthogonalpolynom vom Grad i. Diese ©; konnen mit Hilfe von
Determinanten aus der Gewichtsfunktion konstruiert werden [34].

Die Entwicklung von D(z,@?) lautet:

D(:c, = w(z) i QY Ok(z) (3.20)

Wegen (3.19) gilt fiir die Entwicklungskoeffizienten ax(Q?):

as(Q?) = /01 dz D(z, Q%)Ok(z)

Schreibt man nun das Polynom 0Oy als

so folgt: .
(@) = 2 7 (D(@QY), (3.21)
j=0

Hierin tritt gerade das j+1-te Moment der Fragmentationsfunktion auf:

(D@y,,, / dz 27 D(z, Q%)

Wir erhalten also folgende Entwicklung von D(z,@?) mit den Momenten der Frag-
mentationsfunktion:

Nma.r

D(z, Q2)-= w(z Z Ok(z) Z e < >J+1 (3.22)

j=0
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3. Skalenverletzung

Um die Funktion D(z,Q?) exakt zu entwickeln, miiite man die erste Summe in
(3.22) bis oo fortfiihren. Wahlt man die Gewichtsfunktion w(z) aber mdglichst
geschickt, ndmlich so, daB sie grob die Form der z—Abhangigkeit von D wiedergibt,
so reichen in der Entwicklung wenige Summanden aus, um eine gute Ndherung zu
erhalten. Es zeigt sich, da8 Ny, > 7 zu verniinftigen Ergebnissen fiihrt [17].

Besitzt man eine Anfangsparametrisierung der Nonsingletts und Singletts bei einer
Referenzenergie o, so kann man die Gleichungen (3.15) und (3.16) analytisch 16sen
und damit die in (3.22) benétigten Momente berechnen.

Die Rechnung ergibt ([18],[19],{20]):

(Da(@), = {“’(22} (Da(@3)) (3.23)

(Ds(@Y) = [(1- en)(Ds(@})) —en(Dal QO)H{QS(ng H34(Q% Q3)

# [an (D2(@R), + &0 (Do(0D), ] |2 giﬂ'mm?,@é) (5.24)

2y7 4%
(Ds(@Y). = [on (Da(@D), —w (Ds(@D)) ] {Z:Eggg] H14(Q% Q3)

— o7 Q2 = n
+ [0 - e (Do(@), + a7 (Ds(@D),] [T Hro@ni0) 029
Die Koeffizienten an, @, €, die d}ys und die Funktionen H;WlG(QZ,Qg) sind
in [35] aufgefiihrt.

Man sieht, daB die analytischen Losungen fiir die Momente, aus denen mit Hilfe der
Entwicklung (3.22) die Fragmentationsfunktionen bestimmt werden kénnen, aufler
von den Startparametern nur noch von a,(Q?), d.h. von A, abhingen. Es ist also
wie bei der ersten Methode auch hier mdoglich, durch eine Anpassung an die Daten
bei verschiedenen Energien A und die Anfangsparameter zu bestimmen. Allerdings
hat man hier das gleiche Problem wie in 3.4.1. Aufgrund der unbekannten Anfangs-
parametrisierung enthilt die Fitprozedur viele freie Parameter. Hinzu kommt noch
die ebenfalls nicht bekannte Gewichtsfunktion w(z), die auch parametrisiert werden
muf.

Letzteres Problem la8it sich umgehen, indem man nicht die Fragmentationsfunktio-
nen entwickelt, sondern direkt Momente mit Hilfe von (3.23), (3.24) und (3.25) an
die Momente der experimentellen Verteilungen anpaft. Dann beinhaltet die Proze-
dur nur A und die Anfangsparameter als freie Parameter.
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Kapitel 4

Experimentelle Daten

4.1 Die Experimente

Obwohl die Skalenverletzung in der tiefinelastischen Streuung schon vor einigen Jah-
ren zur Bestimmung von o, benutzt wurde, gab es bisher noch keine entsprechende
Analyse fiir ete"-Experimente. Es war bisher nimlich nur schwer méglich, o, aus
der Skalenverletzung bei der ete™—Annihilation zu bestimmen. Im Gegensatz zur
inelastischen Streuung, wo man aus einem Experiment viele verschiedene Energie-
werte erhilt, findet die e*e~~Reaktion bei konstanter Energie statt. Es ist folglich
nétig, verschiedene Experimente mit unterschiedlicher e*e~~Energie zu kombinie-
ren. Dabei miissen die Abstinde der verschiedenen Energien grofl genug sein, damit
eine auBlerhalb der Fehler liegende, signifikante Skalenverletzung beobachtet werden
kann. Diese Bedingung wurde bisher nicht erfiillt.

Vom Speicherring PETRA liegen prazise Daten bei @) = 35GeV vor. Bei allen an-
deren PETRA-Energien (14, 22 und 44 GeV), sowie am TRISTAN (Q = 54 GeV)
ist die Statistik nicht groB genug. Deshalb iiberdeckten bisher Fehler die Skalen-
verletzung (Abbildung 3.8a auf Seite 28). Seit 1989 lauft der Speicherring LEP am
CERN in Genf bei der Energie zur resonanten Erzeugung des Z°-Bosons, d.h. bei
ca. 91 GeV. Diese Maschine ermdglicht die Messung von Daten bei deutlich hohe-
rer Energie als bisher. Deshalb bewirkt LEP eine deutliche Verbreiterung des durch
Experimente zuganglichen Energiebereichs. Auflerdem sind aufgrund der hohen Sta-
tistik die Fehler relativ gering, so dal man einen zweiten sehr prazisen Datensatz
erhalt. Unter Beriicksichtigung der Daten von LEP ist eine signifikante Skalenver-
letzung zu sehen (Abbildungen 3.8).

Fir die folgende Analyse wurden 6 Experimente von 4 Speicherringen zwischen
29 GeV und 91 GeV verwendet. Sie sind in Tabelle 4.1 aufgelistet.
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4. Experimentelle Daten

[ Experiment l Speicherring [ Ort I Energie l
DELPHI LEP CERN/Genf 91 GeV
ALEPH LEP CERN/Genf 91 GeV

AMY TRISTAN | KEK/Tsukuba | 54 GeV
CELLO PETRA | DESY/Hamburg | 35GeV
TASSO PETRA | DESY/Hamburg | 35GeV

MARKII | PEP SLAC/Stanford | 29 GeV

Tabelle 4.1: Die fiir die Analyse verwendeten Experimente.

Der Aufbau eines ete™-Detektors, sowie die Datenkorrektur des inklusiven Impuls-
spektrums %‘;—; auf Detektoreffekte wird in den folgenden Abschnitten am Beispiel
des DELPHI-Experiments erldutert. Das Grundprinzip ist bei den anderen Expe-

rimenten dhnlich.

4.2 Das DELPHI-Experiment

Der DELPHI-Detektor (= DEtektor with Lepton, Photon and Hadron Identification)
ist einer der 4 GroBdetektoren am ete~-Speicherring LEP! am CERN? in Genf.

4.2.1 Der LEP-Speicherring

Der ete~-Speichering LEP wurde in den Jahren 1982 bis 1989 gebaut und am
14.7.1989 in Betrieb genommen. Er ermdglicht Prazessionsmessungen fiir die Para-
meter der starken und elektroschwachen Wechselwirkung. Mit etwa 27 km Umfang
ist LEP der groBte bisher konstruierte Speicherring. In der ersten Ausbaustufe wer-
den Schwerpunktsenergien im Bereich der Z°~Masse (91.2 GeV) erreicht. Mit diesen
ist es moglich, reelle Z°-Bosonen zu erzeugen und viele wichtige Parameter des Stan-
dardmodells zu messen. Die mittlere Luminositit betrug 1990 £ = 3-10%%cm=2s71.
In einer weiteren Stufe sollen Energien bis ca. 200 GeV moglich werden, um die
Voraussetzungen fiir die W+ W~~Paarproduktion zu schaffen.

Bevor die Elektronen und Positronen mit einer Energie von ca. 20GeV in den
Speicherring eingespeist werden, miissen sie verschiedene Beschleunigungsvorstufen

durchlaufen.

1Large Electron Positron collider
2Conseil Européen pour la Recherche Nucléaire
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4.2. Das DELPHI-Experiment

Im Ring werden sie dann weiter beschleunigt, bis sie bei einer Schwerpunktsenergie
von 91.2 GeV in 8 Wechselwirkungspunkten zur Kollision gebracht werden. Vier die-
ser Wechselwirkungszonen sind mit den universellen Detektoren ALEPH, DELPHI,
L3 und OPAL bestiickt.

4.2.2 TUbersicht iiber den DELPHI-Detektor

Der DELPHI-Detektor wurde in einer Kollaboration von ca. 500 Physikern von
39 Instituten aus 18 Staaten entworfen und gebaut. Mit diesem 4r—Detektor soll
auch bei komplexen Ereignissen Teilchenidentifizierung, hohe dreidimensionale Auf-
16sung und praZJSe Vertex-Bestimmung ermdglicht werden. Im folgenden wird nur
eine kurze Ubersicht iiber das Gerit gegeben. Eine ausfiihrliche Beschreibung ist in
[24] zu finden.

Der Detektor besteht aus einem zylindrischen Zentralbereich, dem Barrel, an den
sich zwei Endkappen (end caps) anschlieBen. Die verschiedenen Detektorkomponen-
ten haben unterschiedliche Aufgaben:

¢ Impulsmessung geladener Teilchen
Diese geschieht im wesentlichen in den Spurdetektoren, von denen die TPC?

der wichtigste ist.

¢ Energiemessung
Diese wird in Kaloriemetern durchgefiihrt. Die HPC* ist das zentrale elektro-

magnetische Kaloriemeter, fiir Hadronen gibt es das Hadronkaloriemeter.
e Geschwindigkeitsmessung in Cherenkov-Zahlern

o Teilchenidentifikation
Dazu wird die Information aus verschiedenen Detektorkomponenten kombi-

niert.

Eine schematische Darstellung ist in Abbildung 4.3 zu sehen.

Fiir unsere Analyse ist nur die Impulsmessung an geladenen Spuren von Bedeu-
tung. Die dafiir nétigen Komponenten sind die Spurdetektoren und die supralei-
tende Spule. Die Spurkammern ermdglichen im Zentralbereich durch Kombinieren
verschiedener Informationen eine Impulsauflosung %ff um 4.5%° fiir geladene Teil-
chen. Diese Auflésung wird mit zunehmender Gré8e des zu messenden Impulses

schlechter.

3Time Projection Chamber
4High Density Projection Chamber
Sfiir Teilchen von 46 GeV
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Abbildung 4.1: Der DELPHI-Detektor im Lingsschnitt.
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Abbildung 4.2: Der DELPHI-Detektor im Querschnitt.
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Abbildung 4.3: Perspektivische Aufrifzeichnung des DELPHI-Detektors.
1=Vertex-Detektor, 2=Inner-Detektor, 3=TPC, 4=Barrel-RICH, 5=Outer-Detektor,
6=HPC, T7=supraleitende Spule, 8=TOF, 9=Hadronkaloriemeter, 10=Myonkam-
mern, 11=FCA, 12=SAT, 13=Forward-RICH, 14=FCB, 15=FEMC, 16=Forward-
Myonkammern, 17=Forward-Szintillatoren
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4.2. Das DELPHI-Experiment

4.2.3 Die supraleitende Spule

Zur Impulsmessung wird grundsitzlich ein Magnetfeld bendtigt, das bei DELPHI
mit einer supraleitenden Spule erzeugt wird, die die Spurdetektoren umschliefit.
Ihre axiale Linge betragt 7.4 m und ihr innerer Durchmesser 5.2m. Sie wird mit
fliissigem Helium auf eine Temperatur von 4.5K gekiihlt. Damit kann bei einem
Strom von bis zu 5000 A eine Feldstdrke von ca. 1.2T erreicht werden. Messungen
in der TPC ergaben ein Feld von 1.233413:90% T in longitudinaler Richtung. Durch
das Magnetfeld werden die zu messenden geladenen Teilchen in den Spurdetektoren
abgelenkt. Aus der Kriimmung der Spur kann der Impuls berechnet werden.

4.2.4 Die DELPHI-Spurdetektoren

Vertex—Detektor (VD)

Der Vertex-Detektor schlieft sich direkt an das Strahlrohr an. In der Konfigura-
tion von 1991 besteht er aus zwei konzentrischen Lagen von Silizium-Micro-Strip
Detektoren im Abstand von 9 und 11 cm. Diese iiberdecken die zentrale Region auf
einer Liange von 24 cm. Im Jahr 1992 wurde eine weitere Lage bei r = 8cm hinzu-
gefiigt. Durch Uberlappung der einzelnen Module um 10% wird eine vollstindige
Abdeckung in ¢ erreicht.

Mit dem Vertex—Detektor ist es moglich, die r¢—Koordinaten geladener Teilchen sehr
genau zu bestimmen. Fiir eine prazise Bestimmung von Sekundérvertizes wird eine
Ortsauflésung von ca. 5 pm benotigt. Dabei sollten zwei Spuren noch bei Abstinden
< 100 #m getrennt werden konnen.

Bis 1991 betrug die Auflosung in r¢ ca. 14 um. Mit der zusitzlichen Lage wurde
1992 ein Wert von 8 um erreicht. Dabei wurde die Gesamtzahl der Auslesekanile
von 54424 auf 73000 erhoht. '

Inner-Detektor (ID)

An den Vertex-Detektor anschlieBend, befindet sich der Inner-Detektor, der wei-
tere Information fiir die Vertexrekonstruktion liefert und als Trigger auf geladene
Spuren dient. In Abbildung 4.4 sind die beiden Teile des Inner-Detektors zu se-
hen. Eine innere Jetkammer und fiinf Lagen Proportionalkammern. Erstere besteht
aus 24 Sektoren mit je 24 Drihten und liefert eine Ortsauflésung pro Draht von
110 um. Das elektrische Feld variiert mit r zwischen 1und 2kV, damit sich eine
Driftgeschwindigkeit proportional zu r ergibt. Dadurch wird ein schneller Trigger

auf geladene Spuren moglich.
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Abbildung 4.4: Querschnitt durch den Inner—Detektor.

Die Proportionalkammern, ein wesentlicher Bestandteil des Spurtriggers, messen
aufler der r¢— auch die z—Koordinate der Teilchen und liefern zusatzliche Ortsinfor-

madtionen,

Zeit—Projektionskammer (TPC)
Die TPC (=Time Projection Chamber) ist die zentrale Spurkammer des DELPHI-

Experiments und erstreckt sich bei einer Linge von 2 x 150cm von r = 28cm
bis r = 122 cm. Mit ihrer Information beginnt normalerweise die Mustererkennung
zur Spurrekonstruktion, da sie ausgedehnte Spurelemente liefern kann. Die beiden
separaten Halften, aus denen die TPC besteht, werden von Endplatten, die aus je-
weils sechs Sektoren aufgebaut sind, ausgelesen. Jeder dieser Sektoren enthalt 192
Anodendrahte und 16 kreisférmig angeordnete Kathodenreihen. Dringt ein Teilchen
in die mit einem Gasgemisch aus Ar und CHy4 (80%/20%) gefiillte Kammer ein, so
verursacht es lonisationsladungen. Aufgrund des magnetischen Feldes ergeben sich
fir geladene Teilchen gekriimmte Spuren. Das zum B-Feld parallele elektrische Feld
sorgt dafiir, dafl die Ionisationsladungen durch das Gas zu den Endplatten driften.
Dort werden die Signale iiber schnelle Analog-Digital Wandler (FADC’s) ausgele-
sen. Die Ortsaufldsung der TPC liegt bei 180-280 um in der r¢—Koordinate und
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4.2. Das DELPHI-Experiment

unter 900 um in der z-Koordinate. Die Trennung zweier Spuren ist ab 1.5cm Ab-
stand moglich. Aus den Pulshéhen der Anodendrahte kann auBerdem die spezifische
Ionisation % bestimmt werden, die zur Teilchenidentifikation beitragt.

Outer—-Detektor (OD) und Vorwértskammern

Aufgrund der limitierten Gréfe der TPC wurden zur Verbesserung der Impuls-
auflésung weitere Spurdetektoren installiert.

Direkt auf dem die TPC umgebenden Barrel-RICH (s.u.) sitzt der aus 24 Modulen
bestehende Outer-Detektor. Aufer weiterem Aufschlufl iber den Impuls liefert er
auch schnelle Triggerinformation in r¢ und z. Jedes seiner 4.7 m langen Module be-
steht aus 145 Driftkammern in 5 Lagen. Durch Uberlappung (siehe Abbildung 4.5)
wird dabei eine Abdeckung des ganzen Azimuthalbereichs erreicht.

OUTER DETECToR

ANODE WIRE
BARREL RICH

Abbildung 4.5: Anordnung der Module im Outer-Detektor.

Durch den Outer-Detektor ist man in der Lage, die Impulsauflésung spiirbar zu
verbessern (fiir schnelle Teilchen bis zu einem Faktor 5). Aufierdem ist es mdglich,
die Ladung einer Spur bis zu héchsten Impulsen allein aus dem Spurelement des OD

zu bestimmen.
Zur Auflésungsverbesserung im Vorwértsbereich dienen zwei weitere Driftkammer-

pakete: die Vorwirtskammern A und B (FCA bzw. FCB). Sie ermdglichen aufierdem
noch eine genauere Extrapolation der Spuren in den im Vorwértsbereich installierten

Cherenkov-Zahler.
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4.2.5 Weitere DELPHI-Detektorkomponenten

Es werden nun noch einige zentrale Detektorkomponentén angesprochen, die keine
entscheidende Rolle bei der Impulsbestimmung spielen.

Elektromagnetische Kaloriemeter

Die High Density Projection Chamber (HPC) ist mit einem Radius von 2.5m und
einer Lange von 5 m eines der grofiten elektromagnetischen Kaloriemeter iiberhaupt.
Sie liegt um das Innere des Zentralbereichs innerhalb des Magnetfelds der supralei-
tenden Spule. Mit Hilfe des Zeit-Projektions—Prinzips konnen in ihr die dreidimen-
sionalen Ladungsverteilungen eines elektromagnetischen Schauers und von gelade-
nen Hadronen mit hoher Aufldsung in allen Koordinaten gemessen werden. Die 144
Module, aus denen die HPC besteht, sind in 6 Ringen mit je 24 Segmenten ange-
ordnet. Dabei wird ein Winkelbereich von = 43° bis § = 137° erfafit. Jedes Modul
enthalt 41 Lagen Blei als Absorbermaterial. Das verwendete Gas ist das gleiche wie
in der TPC: 80% Argon und 20% Methan.

Zur Messung der Ladungsverteilung wird mit einem Spannungsgefille ein longitudi-
nales Driftfeld erzeugt. Durch dieses werden die lonisationsladungen von Schauern
und Spuren auf eine Proportionaldrahtebene am Modulende geleitet.

Die HPC enthélt aulerdem noch Szintillationszéhler fiir den schnellen Trigger.

Im Vorwirtsbereich des Detektors sitzt mit dem FEMCS ein weiteres elektromag-
netisches Kaloriemeter, durch das vor allem gute rdumliche Aufldsung und gute
Energieauflésung erreicht werden soll.

Ringabbildende Cherenkov—Z&hler (RICH)

Die RICH"-Detektoren sollen zur Identifizierung von Hadronen iiber einen grofien
Bereich des Impulsspektrums dienen. Dazu wird der Cherenkovwinkel sowohl in Gas
als auch in flissigem Medium rekonstruiert. Es gibt einen RICH fiir den Zentral-
bereich (Barrel-RICH) und einen fiir den Vorwértsbereich (Forward-RICH). Diese
unterscheiden sich durch ihren Aufbau.

Die Flugzeitzihler (TOF)

Die Flugzeitzihler (TOF=Time of Flight counter) sind Szintillationszahler, die
auflerhalb der Spule angebracht sind. Sie dienen u.a. dazu, durch Vergleich des

SForward Electromagnetic Caloriemeter
"Ring Imaging CHerenkov counter
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4.3. Ereignisselektion und Detektorkorrektur

Wechselwirkungszeitpunkts mit den gemessenen Flugzeiten zwischen Untergrund
und Experiment zu unterscheiden.

4.3 Ereignisselektion und Detektorkorrektur

Ein Detektor liefert iiber das Auslesesystem vielfaltige Informationen. Aus diesen
werden zunichst mit verschiedenen Programmen die Ereignisse rekonstruiert. Um
daraus Daten fiir die Analyse zu erhalten, werden die brauchbaren Ereignisse aus-
gewihlt und anschliefend korrigiert. Diese Schritte werden ebenfalls am Beispiel
des DELPHI-Experiments erldutert.

Bei der Ereignisselektion geht es darum, die guten multihadronischen Ereignisse
herauszusuchen. Die genauen Selektionskriterien sind in [25] nachzulesen.

Es werden zunichst nur geladene Spuren, die bestimmten Bedingungen gentigen, bei-
behalten. Fiir die Teilchen werden ein minimaler Impuls und eine Mindestspurlange
gefordert. Aulerdem miissen sie in einem bestimmten Polarwinkelbereich auftreten.
Die ausgewahlten Spuren werden bei der anschlieBenden Selektion verwendet. Ein
gutes hadronisches Ereignis mufl dabei folgende Kriterien erfiillen:

- mindestens 5 geladene Spuren mit Impuls tiber 0.2 Q—SX

jede der beiden Hemisphéiren cosd < 0 und cosf > 0 enthélt eine ,geladene
Energie“ E., = Y. E; (E; sind die Energien der Teilchen), die grofer als 3 GeV

18t

|

die gesamte ,geladene Energie“ beider Hemisphéren ist gré8er als 15 GeV

der Polarwinkel 8 der Spherizitats—Achse ist in einem Bereich von 40° < § < 140°

i

Diese multihadronischen Ereignisse miissen noch auf Detektoreffekte, Schnitte durch
die Selektion und Strahlungseffekte korrigiert werden. Dazu werden simulierte Er-
eignisse (Monte-Carlo Ereignisse) verwendet. Mit einem Monte-Carlo Generator
wird die ete~—Annihilation mit anschlieBender Fragmentation in Hadronen simu-
liert. Man erhilt das inklusive geladene Impulsspektrum auf ,Generatorniveau®,
d.h. ohne Detektoreffekte u.i. Das Programmpaket DELSIM® dient der vollstindi-
gen Simulation der Ereignisse im DELPHI-Detektor. Dabei wird der gesamte Weg
der entstandenen Teilchen verfolgt, und die resultierenden Sekundéarereignisse, wie
Ionisation, Schauerbildung, Streuung in den einzelnen Detektorkomponenten usw.,
werden simuliert. Man erhilt , kiinstliche Detektordaten®.

SDELPHI event generation and detector simulation
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Korrektur

000

4. Experimentelle Daten

Mit diesen beiden Monte-Carlo Spektren werden die Daten fiir das Impulsspektrum
korrigiert. Der Korrekturfaktor ist definiert als
0 = Noon
N(f)

stm

Hierbei steht N{), fiir den Eintrag im i-ten Kanal des Histogramms auf ,Genera-

torniveau® und Ng,)nfiir den Eintrag bei der vollstdndigen Detektorsimulation. Der
Verlauf des Korrekturfaktors in Abhéngigkeit von z ist in Abbildung 4.6 zu sehen.
Man erkennt, daf§ die Korrekturen bis = 0.75 unter 30% liegen. Bei gré8eren z
weichen sie sehr stark von 1 ab, da dort die Impulsmefifehler gréBer sind und eine

Verschmierung verursachen.
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Abbildung 4.6: Der Korrekturfaktor fiir das Impulsspektrum bei DELPHI.

Aus den selektierten Daten erhilt man korrigierte Daten durch Multiplikation:

N = c“)NSZ:

korr

N,Ei)" ist der Eintrag im i-ten Kanal des korrigierten Histogramms. Wird in den
folgenden Kapiteln von Daten gesprochen, so sind immer diese korrigierten Daten
gemeint.

Die (korrigierten) Werte des inklusiven geladenen Impulsspektrums bei DELPHI
sind in Tabelle A.1 im Anhang A unter Daten zusammengefaBt. Die Tabellen A.2
bis A.6 enthalten analog dazu die Daten der anderen verwendeten Experimente.

Entnommen wurden diese folgenden Quellen: [26],[27],[28],(29],[(30],[31].
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Kapitel 5

Bestimmung von as aus dem
QCD—-Matrix-Element 2.0rdnung

Mit Hilfe des QCD-Matrix-Elements 2.0rdnung und der Daten von 6 Experimen-
ten wurde die Kopplungskonstante a, durch die Skalenverletzung bestimmt. Diese
Analyse soll im folgenden genauer erlautert werden.

5.1 Der Monte—Carlo Generator und die zugehori-
gen Parameter

Um mit dem Matrix-Element die beobachtbare Verteilung (3.5) (Seite 25) zu erhal-
ten, muf dieses zunachst integriert werden. Daran anschlieBend erfolgt die Frag-
mentation der Partonen zu Hadronen. Beide Schritte wurden in der Analyse mit
dem Monte-Carlo Generator JETSET 7.3 ([36],[37]) durchgefiihrt. Das in Lund
(Schweden) entwickelte Programm simuliert die vollstandige e*e™—Annihilation zu

Hadronen.
Dabei werden im wesentlichen die in Kapitel 2.5 beschriebenen 4 Phasen des Pro-

zesses ete™ — Hadronen verwendet. In einige dieser Unterprozesse gehen verschie-
dene Parameter ein, die an die experimentell bestimmten Daten angepaflit werden

mussen.

Phase I

Die Bildung eines qG-Paares erfolgt im Generator nach der elektroschwachen Theo-
rie. Damit ist gewahrleistet, daB die Flavourzusammensetzung bei jeder beliebigen
Energie stimmt. Die Gewichte W;(Q?) aus (3.6) werden somit automatisch richtig

beriicksichtigt.
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5.  Bestimmung von o, aus dem QCD-Matrix-Element 2.Ordnung

Phase II

Fir den storungstheoretischen Teil wird das Matrix-Element in 2.0rdnung nach
Ellis, Ross und Terano (ERT-Matrix-Element) [8] verwendet. Dieses ist in der Para-
metrisierung nach Zhu ([37],[38]) fiir verschiedene y—Parameter (s.u.) im Generator
enthalten. Wird die Parametrisierung fiir ein y auerhalb dieses Bereichs bendtigt,
so kann sie problemlos extrapoliert werden. Nicht explizit enthaltene Zwischenwerte
erhilt man durch lineare Interpolation.

Der Schnittparameter y

Bei Verwendung des Matrix-Elements wird ein Aufldsungskriterium bendtigt, um
2-,3- und 4-Partonereignisse zu trennen. Dies kann die invariante Masse

mi; = 2F;F;(1 — cos 0:;)

zweier Partonen i und j sein, wobei E fiir die Energien und 6;; fiir den Winkel
zwischen den Teilchen steht. Eine andere Moglichkeit ist der Parameter

m2.

Dieser entspricht dem skalierten Quadrat von m;;.

Bei letzterem, in der Analyse benutztem Kriterium werden zwei Partonen zu ei-
nem zusammengefafit, falls ihr y;; unter einem vorgegebenen Minimum y liegt. Dies
bedeutet, daf z.B. ein partonisches 4-Jetereignis mit einem weichen Gluon (dann
gilt ¥i; < y) in ein 3-Jetereignis bergeht. Haitte man dieses Aufldsungskriterium
nicht, wiirden bei einem Matrix-Element 2.0rdnung ausschlieflich 4 Partonen er-
zeugt werden. Durch den Schnitt vermeidet man Divergenzen, die durch weiche oder
kollinear abgestrahlte Gluonen entstehen. Falls der Schnitt zu niedrig angesetzt
wird (bei 91 GeV: y < 0.01), werden in einigen Phasenraumbereichen die 2- und
3-Jetwirkungsquerschnitte negativ. Deshalb ist es im Monte-Carlo Generator nicht
moglich, mit y = 0 zu arbeiten. In die Analyse geht folglich der Schnittparameter y
ein.

Da wir gleichzeitig verschiedene Energien zwischen 29 GeV und 91 GeV verwenden,
muf gewihrleistet sein, dal der Schnitt nicht die Partonendzustande unterschied-
licher Energie verschieden beeinflult. Dies geschieht durch Verwendung der glei-
chen minimalen invarianten Masse M bei jeder Energie. Da y = —A’fz mit dem
Energiequadrat s skaliert, muB y fiir jedes Experiment so gewahlt werden, daf y - s
iiberall gleich ist. Dann haben wir eine konstante Jetauflésung.
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5.1.  Der Monte-Carlo Generator und die zugehérigen Parameter
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Abbildung 5.1: Der Phasenraum fiir Ereignisse mit Gluonabstrahlung in der z;-z,-
Ebene bei 35 GeV und 91 GeV. Der Schnitt in y verursacht die leeren Binder nahe z; = 1
und z, = 1.

Aus Abbildung 5.1 wird deutlich, daB der Schnitt in y einen bestimmten Bereich
des Phasenraums selektiert. Aufgetragen sind die Ereignisse in der z;—z,—Ebene,
wobei z; und z fiir die Impulsanteile der beiden Quarks stehen. Aufgrund der
unterschiedlichen y—Werte (konstante Jetaufldsung) wird bei 35 GeV ein breiteres
Band in der Nihe von z; = 1 bzw. z; = 1 weggeschnitten als bei 91 GeV.

Renormalisierungsfaktor f

Ein weiterer in den stdrungstheoretischen Bereich eingehender Parameter ist der
Renormalisierungsfaktor f, der durch die Unkenntnis der hdheren Ordnungen erfor-
derlich wird (Kapitel 2.3).

Durch ihn versucht man, den EinfluB der Korrekturen héherer Ordnung auf die
3— und 4-Jetrate zu minimieren, indem eine neue Q*-Skala bei der a,~Auswertung
gewshlt wird. Statt o (Q?) wird a,(fQ?) bei der Berechnung der Jetraten verwen-
det.

Der Renormalisierungsfaktor &ndert also die Kopplung an den QCD-Vertizes (Ab-
bildung 5.2) und beeinflufft deshalb den Partonendzustand.
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5. Bestimmung von a, aus dem QCD-Matrix-Element 2.Ordnung

Abbildung 5.2: Der Renormalisierungsfaktor f #indert den Wert von a, an den
QCD-Vertizes.

Skalenparameter A

In das Matrix-Element direkt geht der Skalenparameter A aus der Entwicklung fiir
a,(Q?) (Gleichung 2.8, Seite 13) ein, den wir in der Analyse bestimmen wollen.
Er wire von dem Renormalisierungsfaktor f unabhingig, wenn alle Korrekturen
hoherer Ordnung bekannt wéren. Dies ist aber nicht der Fall, und es ist zu erwarten,
daB f und y Einflul auf den Wert von A haben, da beide Parameter wie A den
Partonendzustand vor der Fragmentation beeinflussen.

Wir haben also neben dem zu bestimmenden A noch zwei weitere Parameter y und
f in Phase II, die berlicksichtigt werden miissen.

Phase III

Im nichtstorungstheoretischen Teil wird das in Kapitel 2.5 kurz erwédhnte Modell
der String-Fragmentation [37] verwendet, weil dieses, abgesehen von der Tatsache,
daB es das bisher erfolgreichste Modell zur Datenbeschreibung ist, einige zusatzliche
Vorteile mit sich bringt.

Da Quarks und Gluonen vom gleichen String mit gleichen Parametern beschrieben
werden, hat man nur wenige freie Parameter. Auflerdem sind Infrarotdivergen-
zen in diesem Modell kein Problem, weil weiche Gluonen automatisch im String
,absorbiert* werden. Sie fithren nur zu einer Anderung des Transversalimpulses im
Feldschlauch, aber nicht zu eigenen Jets. Schlieflich werden auch Quarkmassen-
effekte im String-Modell beriicksichtigt.

In die Fragmentationsphase geht eine Skalenfunktion® ein, die angibt, welchen Anteil z

1Wird oft ebenfalls Fragmentationsfunktion genannt. Um Verwechslungen zu vermeiden, wird
hier aber nur der Begriff Skalenfunktion verwendet.
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5.1.  Der Monte~Carlo Generator und die zugehérigen Parameter

an Energie und Longitudinalimpuls des Partons ein gebildetes Hadron erhilt. Fiir
leichte Quarks — d.h. u—, d- und s—-Quarks — wird hierfiir die symmetrische Lund-
funktion benutzt [39]:

z—‘—————————(l_z)ae:—b?i mi z—-——-——-———-—(E+pl)h
£y = 5 R N G

In (5.2) steht m, fiir die transversale Masse des Hadrons und ist als quadratische
Summe aus Masse und Transversalimpuls definiert:

my = \/m? + p}

Die symmetrische Lundfunktion enthalt zwel freie Parameter a und b, die fiir alle drei
Quarkflavours gleich sind. Da f(z) hauptsichlich von der Differenz a — b abhangt,
sind die beiden Parameter stark korreliert. Es reicht deshalb aus, nur einen Para-
meter frei zu lassen, indem man b auf einen sinnvollen Wert fixiert und im weiteren
Analyseverlauf nur noch a variiert.

Die schweren ¢~ und b-Quarks fragmentieren deutlich hirter als die leichten Quarks, -
da aufgrund der Tragheit sehr viel Impuls auf das energiereichste Hadron iibertra-
gen wird. Man kann dies kinematisch dadurch erkldren, da§ die Aufnahme eines
leichten Quarks oder Antiquarks aus dem Vakuum zur Hadronbildung den Impuls
des schweren Quarks nur wenig dndert. Das entstandene Hadron hat folglich fast
den gleichen Impuls wie das schwere Quark, und 2 ist somit nahe bei 1. Aus den
Ubergangsamplituden folgt die Peterson-Funktion, die als Skalenfunktion fiir ¢~ und
b-Quarks verwendet wird [40]:

1 . (E + pi)r
f(z);'z(l_%._-‘ﬁ.)? Mt 2= E T )y

1wz

(5.3)

In diese Funktion geht nur ein flavourabhéngiger Parameter eqg ein.
Man hat mit €. (fiir c-Quarks) und ¢, (fiir b-Quarks) wieder zwei freie Parameter.
Allerdings verhalten sich diese umgekehrt wie die Massenquadrate der zugehorigen
Quarks:

e m}

ey m?

Dabei ist zu beriicksichtigen, daB die Quarkmassen nicht eindeutig definiert sind.
Hier wird (nach [40])

e _9.375
&y

verwendet. Es verbleibt auch fiir die schweren Quarks nur ein freier Parameter.
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bel. Einheiten

5. Bestimmung von o, aus dem QQCD-Matrix-Element 2.0rdnung
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Abbildung 5.3: Die verschiedenen Skalenfunktionen.
Fiir die leichten Quarks ist die symmetrische Lundfunktion aufgetragen,
fiir ¢— und b—Quarks die hirtere Peterson-Funktion.

Der Verlauf der symmetrischen Lundfunktion und der Peterson-Funktion ist in Ab-
bildung 5.3 zu sehen.

In Phase III sind also zwei freie Parameter a und ¢, zu beriicksichtigen, die zusam-
men mit A an die Daten angepafit werden miissen und einen entsprechenden EinfluB}
auf das zu bestimmende A haben koénnen. AuBerdem wird hier ein bestimmtes
Fragmentationsmodell fiir die Analyse gewihlt.

Phase IV und weitere Parameter

Die Zerfalle der instabilen Hadronen werden im Monte-Carlo Generator nach elek-
troschwacher und starker Theorie simuliert.

Neben den bisher angesprochenen Parametern gibt es noch weitere, die aber die
Analyse nicht beeinflussen. Diese wurden auf iibliche Werte fixiert. Sie sind u.a. ein
Energieschnittparameter Escanite, der angibt, unterhalb welcher Energieschwelle die
Fragmentation stoppt, und Parameter, die die Wahrscheinlichkeit angeben, daf§ ein
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5.2.  Die numerische Anpassung der Parameter

in der Fragmentation gebildetes Meson Spin 1 hat.

Neben den oben angesprochenen longitudinalen Skalenfunktionen gibt es auch eine
Funktion, die die transversale Impulsverteilung der gebildeten Hadronen beschreibt.
Diese ist durch eine Gauflfunktion parametrisiert, deren Varianz (d.h. Breite) mit
dem Parameter p% verindert werden kann.

5.2 Die numerische Anpassung der Parameter

5.2.1 Grundlegendes zur Fitprozedur

Die ;}‘%~—Spektren werden mit dem Generator unter Benutzung des QCD-Matrix-
Elements 2.0rdnung und des String-Fragmentationsmodells fiir die bendtigten Ener-
gien erzeugt. Dabei ist zu beachten, daf§ der Schnittparameter y jeweils so gewihlt
werden mu8, daf M? = y - s konstant ist. Alle anderen Parameter sind energie-
unabhéngig, da angenommen wird, daBl der ganze FragmentationsprozeB nicht von
s abhangt.

Das uns interessierende A und die anderen Parameter kann man durch die Tatsache
bestimmen, da mit den richtigen Werten die Daten moglichst exakt reproduziert
werden miissen. Dazu werden die im Monte-Carlo Generator erzeugten Vertei-
lungen ;,1--3-‘:: fir alle Energien gleichzeitig an die Daten numerisch angepafit. Dies
geschieht im Rahmen einer Fitprozedur, in der eine Gré8e x? minimiert wird, die
den Unterschied beider Verteilungen charakterisiert.

Schnitt in z:

Aus zwei Griinden ist es notwendig, noch einen Schnitt in = 'Ezgh; durchzufiihren.
Das Matrix-Element liefert bei sehr kleinen z—Werten keine richtige Beschreibung
mehr, da durch den nétigen Schnitt in y;; alle Partonen mit sehr kleinem Impuls
wegfallen. Dies erkennt man deutlich aus den Impulsspektren der Partonen vor
der Fragmentation (Abbilding 5.4). Insbesonders fehlen bei niedrigeren Energien
(d.h. héherem y) Partonen im Bereich kleiner z. Durch die String-Fragmentation
wird dieser Effekt bei den Hadronen zwar teilweise kompensiert, aber dennoch soll-
ten kleine z—Werte nicht beriicksichtigt werden, um saubere Ergebnisse zu erhalten.
Der zweite Grund fiir einen z-Schnitt liegt in den Fehlern der Daten. Der Korrektur-
faktor weicht bei sehr grolen x stark von 1 ab, d.h. die Messung groBer Impulse ist
aufgrund von Detektoreffekten ungenau. Da auflerdem die Statistik dieser Kanile
sehr gering ist, ist es empfehlenswert, auch sehr grofle  wegzuschneiden. In der
Fitprozedur wurde ein z-Bereich 0.18 < z < 0.8 verwendet und anschlieBend die
Beeinflussung der Ergebnisse durch diesen Schnitt untersucht.
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5. Bestimmung von a; aus dem QCD-Matrix-Element 2.0rdnung
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Abbildung 5.4: Die Impulsverteilungen bei den Partonen vor der Fragmentation fiir
35 und 91 GeV. Deutlich sichtbar ist das Fehlen der Partonen mit kleinem z vor allem bei
35 GeV. ‘

Beriicksichtigung der Fehler der Experimente:

Bei der Anpassung miissen auflerdem die Fehler aus den Experimenten beriicksich-
tigt werden. Neben den statistischen und kanalspezifischen systematischen Fehlern
gibt es noch einen globalen Normalisierungsfehler. Dieser entsteht durch die Un-
sicherheit in der geladenen Multiplizitdt nach der Detektorsimulation, die sich auf
den Korrekturfaktor niederschlagt. Da das Integral iber die x—Verteilung gerade
die geladene Multiplizitat ergeben muB, besitzt jedes Experiment einen Normalisie-
rungsfehler.

Die kanalspezifischen systematischen Fehler kénnen im wesentlichen durch unter-
schiedliche Schnitte und Modelle in den Monte-Carlo Simulationen zur Datenkor-
rektur bestimmt werden. .
Fiir das DELPHI-Experiment dndert sich der Korrekturfaktor hierbei im mittleren

z-Bereich um 3%, an den Randern aber bis zu 10% [26]. Der relative kanalspezifische
systematische Fehler wurde wie folgt definiert:

640, = max (0.03, 0.1 |1 - ¢ (5.4)

ksys
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5.2.  Die numerische Anpassung der Parameter

¢ ist hierbei der Korrekturfaktor des i-ten Kanals. Mit

aksys 6I(c's)ys ' N(‘) ’ (55)
wobei N fiir den Histogrammeintrag im i-ten Kanal steht, erglbt s1ch der kanalspe-
zifische systematische Fehler. Ebenso ist der statistische Fehler amt kanalabhingig.
Dazu kommt noch der relative globale Normalisierungsfehler 6y, der in der Fitpro-
zedur eine andere Beriicksichtigung erfahrt. Bei manchen Experimenten wird dieser
mit dem kanalspezifischen systematischen Fehler zu einem gesamten systematischen
Fehler zusammengefafit:

2 2 .
ol = a,(”)ys +a() ,wobei aN =6éy- NO (5.6)

sys

Den gesamten experimentellen Fehler erhdlt man dann als

i) 2 2 i 2 2 2
e(zx)p = .st?zt +0() agtzn +0§:s)ys +0‘() (57)

Die Fehler agx)p bzw. astat und o ) sind fiir die einzelnen Experimente in den Tabellen
A.1 bis A.6 aufgelistet.

Leider ist die Behandlung der systematischen Fehler, insbesondere die Trennung
zwischen kanalspezifischem Fehler und Normalisierungsfehler, keineswegs fiir alle
Experimente gleich. Um trotzdem eine einheitliche Beriicksichtigung in der Fitpro-
zedur zu erhalten, wurde folgendermafBen verfahren:

Der gesamte experimentelle Fehler oc;p, der bei allen Experimenten bekannt ist,

wurde in einen kanalspezifischen Anteil, der auch den statistischen Fehler enthilt,
und in einen Normalisierungsanteil aufgespalten:

Oty = 0h+ 0N (5.8)

Dazu wurde ein relativer Normalisierungsfehler 65 angenommen und oy berechnet

als

. 2 2
o) = max (0.03 NO el — ol ) (5.9)

Die Maximumbildung gewahrleistet, daB 6\ > 0.03 = 6™ gilt, d.h. daB der kanal-
spezifische Fehler nie 3% unterschreiten kann.

6n und die Schwelle 67" wurden spéter variiert, um einen méglichen Einflub auf das
Ergebnis festzustellen. Der abgetrennte Normalisierungsfehler wird in der Anpas-
sungsprozedur durch einen experimentspezifischen Normalisierungsfaktor f; beriick-

sichtigt.
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5. Bestimmung von o, aus dem QCD-Matrix-Element 2.0rdnung

x2-Definition:

Mit obigem én5 und obigem 0’,(:) wurde folgendes x? verwendet:

(5.10)

[ OO gy

X = Z Z () 2 + 62

i { (fj"k ) N
Die Summe tiber j lauft dabei iiber alle 6 Experimente, von denen in der inneren
Summe alle Kanale i addiert werden, die zwischen den vorgegebenen Schranken fiir z
liegen. D steht fiir den Wert der Verteilung bei den Daten, T® fiir den theore-
tischen, d.h. im Generator simulierten Wert. Da x? ein MaB fiir den Unterschied
zwischen Daten und Monte-Carlo Generator ist, erhilt man durch Minimieren dieser

Grofe die Werte der freien Parameter.

5.2.2 Anpassungsschritte und Splineparametrisierung

Die x?-Minimierung wurde mit Hilfe des Programmpakets MINUIT [32] durchge-
flihrt. Im ersten Schritt wurde das Simplex—Verfahren von Nelder und Mead ver-
wendet [41], um passende Werte fiir die spater festen Parameter zu finden und deren
EinfluB auf A bei der Anpassung zu testen. AuBlerdem erhilt man Werte fiir die freien
Parameter A, ¢ und €3, die als Ausgangspunkt fiir weitere Anpassungen verwendet
werden. Die Vorteile des Simplex-Algorithmus sind die, daf im allgemeinen nur
wenige Schritte zur Konvergenz nétig sind, da keine Ableitungen bendtigt werden,
und daB die geforderte Genauigkeit der x*-Funktion nicht allzu groB ist. Deshalb
war es moglich, in jedem Simplexschritt eine Anzahl von Monte-Carlo Ereignissen
mit neuen Parameterwerten zu generieren und diese Parameter anzupassen.

Wie erwartet zeigte sich, dal die Parameter pr, Eschniee und die Wahrscheinlichkeit
fiir ein Meson mit Spin 1 keinen groBen Einflufl auf die Verteilungen und A haben.
Fiir b wurde ein Wert bestimmt, bei dem ein gutes x? erreicht wurde. Auf diesem
wurde b fixiert, da a als freier Parameter fiir die eigentliche Prozedur gentigt.

Nach diesem ersten Schritt wurden die Parameter auf folgende Werte fixiert, wobei
die nicht erwédhnten Parameter unverdndert blieben:

b = 0.283
pr = 0.500GeV
Eschnitt = 3.1GeV (5.11)
& = 9375
€b
AufBlerdem waren auch f und y zunichst festgelegt:
f = 001
M*=y.s = 82.81GeV? (5.12)
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5.2.  Die numerische Anpassung der Parameter

y(91GeV) = 0.01 y(54GeV) = 0.0284
y(35GeV) = 0.0676 y(29GeV) = 0.0985

il
i

Da das Simplex—Verfahren nicht immer zuverlassig arbeitet, keine allzu hohe Ge-
nauigkeit besitzt und keinerlei Fehlerabschitzungen fiir die Parameter liefert, mu8
fiir die weitere Anpassung ein anderer Algorithmus verwendet werden. Im zweiten
Schritt kam das Gradientenverfahren MIGRAD [32] zur Verwendung, das mit Hilfe
von Ableitungen das x? minimiert und zuverlissiger und genauer als der Simplex-
Algorithmus arbeitet. Neben den Korrelationen zwischen den freien Parametern
werden auch Fehlerabschatzungen geliefert, die mit dem MINOS-Algorithmus noch
prazisiert werden konnen. Nach Durchlauf beider Verfahren MIGRAD und MINOS
erhalt man die Parameterwerte und deren (eventuell asymmetrische) Fehler.

A, a und €, wurden im zweiten Schritt zusammen mit den Normalisierungsfaktoren
f; an die Daten angepaBt. Allerdings war dies nicht direkt mit dem Monte~Carlo Ge-
nerator moglich, da eine hohere Statistik und eine viel grofere Schrittzahl als beim
ersten Schritt benotigt wird, was einen extremen Anstieg der Rechenzeit zur Folge
gehabt hdtte. Deshalb wurden die Generatorverteilungen durch kubische Splines
parametrisiert. Dazu wurden zunéchst die %%—Vertéilungen fir bestimmte A, a, &5~
Kombinationen erzeugt. Man erhdlt damit nicht nur Verteilungen in Abhingigkeit
von z, sondern auch in Abhingigkeit von A a und g;: %%(x,A,a,eb). Um die
Statistik der insgesamt generierten 5.6 Millionen Ereignisse fiir den einzelnen Kanal
besser auszunutzen, wurden die Verteilungen mit dem im Anhang C beschriebenen
Algorithmus 353QH,twice geglittet. Diese Glattung wurde nacheinander in A-, a—
und ey-Richtung ausgefiihrt. Da die Verteilungen sich in Abhéangigkeit von die-
sen Parametern nur maBig dndern, ist dies problemlos moglich. Eine Glittung in
z-Richtung wurde nicht vorgenommen.

Die geglatteten Verteilungen, die kaum noch statistische Fluktuationen haben, konn-
ten nun durch Spline-Funktionen parametrisiert werden. Eine kurze Erlauterung der
hier sehr niitzlichen kubischen Spline-Interpolation wird in Anhang D gegeben. Die
Parametrisierung wurde wie die Glattung in A—, a~ und &,-Richtung durchgefiihrt.
Durch die Interpolation erhilt man in der Fitprozedur fiir jedes beliebige A, a und
ey die Werte fiir die Verteilungen 292(z). Die Auswertung erfolgt zu einem vorge-
gebenen z an der Stelle (A, a, ) auf dreierlei Weise. Zuerst wird in A-Richtung
der Splinewert verwendet und in a— bzw. e,~Richtung linear interpoliert. Danach
folgt das gleiche mit zyklisch vertauschten A,a, und €. Das arithmetische Mittel
der resultierenden drei Werte, die sich kaum unterscheiden, ist der Verteilungswert
bei (A,a,ep). Somit wird ein kontinuierliches Variieren der Parameter A,a und €
in alle Richtungen ohne groen Rechenaufwand méglich, und die Fitprozedur liefert

zuverlissige Werte und Fehlerabschdtzungen fiir diese Parameter und die f;.
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5. Bestimmung von ¢, aus dem QCD-Matrix-Element 2.Ordnung

In einem dritten Schritt wurden zur Fehleruntersuchung auch ,Splinenetze® fiir an-
dere Werte von f und y generiert und damit die Parameter bestimmt. Auferdem
wurde die Anpassung mit MIGRAD und MINOS auch fiir verschiedene z—Bereiche
durchgefiihrt.

5.2.3 Ergebnisse der Anpassung

Die Fitprozedur wurde zunéchst fiir f = 0.01, y(91 GeV) = 0.01 und 0.18 <z < 0.8
mit den in Kapitel 4.1 aufgefiithrten Experimenten zwischen 29 und 91 GeV durch-
gefithrt. Der angenommene Normalisierungsfehler war §y = 0.02 und die Schwelle
fir den kanalspezifischen Fehler 67" = 0.03.

Aus Abbildung 5.5 sieht man am Beispiel von A und a, daB§ die Anpassung eindeutige
Minima ergab. Es ist die Anderung von x? in Abhingigkeit von A bzw. a aufgetragen,
wobei die anderen Parameter jeweils festgehalten wurden. Im Minimumbereich sollte
sich eine parabelférmige Kurve ergeben, was hier auch der Fall ist.
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Abbildung 5.5: x? in Abhingigkeit von A und a.
Die parabelférmigen Kurven zeigen, daf die Anpassung in Ordnung ist. Korrelationen
werden in diesen Kurven nicht beriicksichtigt.
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5.2.  Die numerische Anpassung der Parameter

Es ergaben sich bei der Anpassung folgende Werte:

ALk = 193%2 Mev
a = 0.85+0.03 (£0.01) (5.13)
ey = 0.009 % 0.002 (£0.0003)

Der hier angegebene (MINOS-)Fehler auf A beinhaltet die statistische Unsicherheit
und den Fehler, der durch die Korrelation mit a und ¢, (d.h. durch die Fragmenta-
tion) dazukommt. Die bei a und ¢, aufgefiihrten Fehler enthalten zusitzlich zur Sta-
tistik und den Korrelationen mit den anderen Parametern noch systematische Effek-
te wie die Abhangigkeit von &y, §™" und dem Schnitt in z, sowie die Abhingigkeit
von der Wahl der Experimente?®. Diese Fehler werden fiir A in Kapitel 5.3 gesondert
untersucht. In Klammern ist bei a und ¢, der jeweilige MINOS-Fehler angegeben.

Das x? der verwendeten 71 Kanile hatte bei der Anpassung den Wert x? = 72.7.

Dies bedeutet pro Kanal: %
= 1.02
Kanal
Da dieser Wert nahe bei 1 liegt, werden die Daten mit den ermittelten Parametern
gut beschrieben. Die ebenfalls an die Daten angepaBten Normalisierungsfaktoren
ergaben alle Werte nahe bei 1, wobei der Wert 1 bedeutet, daff tiberhaupt kein

Normalisierungsfehler vorliegt. Die f; lauten im einzelnen:

fDeiphi = 0.995 v fateph = 0.984
famy = 1.004 foeto = 1.007 (5.14)
fTasso = 0.984 fMarkII = 1.044

Die in dieser Analyse ermittelten Generatorverteilungen, d.h. berechnet mit dem
QCD-Matrix-Element 2.0rdnung und anschlieBender String-Fragmentation, sind
neben den Daten in den Tabellen im Anhang A nachzulesen. AuBerdem sind dort
auch die x2-Werte der einzelnen Kanéle aufgefiihrt.

In Abbildung 5.6 sind die 292 (z)-Verteilungen fiir die Experimente TASSO (35 GeV)
und DELPHI (91 GeV) zusammen mit den durch das O(a?)-Matrix-Element ermit-
telten Kurven aufgetragen. Aufler der guten Ubereinstimmung der Generator—Ver-
teilungen mit den Daten sieht man hier nochmals die signifikante Skalenverletzung,
die bewirkt, daB nicht beide Energien zu identischen Spektren fiihren.

Abbildung 5.7 zeigt das Verhéltnis der Energien 91 GeV und 35 GeV, das ohne Ska-
lenverletzung identisch 1 wire. Auch hier ist die Beschreibung durch das Matrix-

Element in Ordnung.

2Nicht enthalten sind Fehler durch f und y. Dies bedeutet, dafl die angegebenen Werte von
a und € nur fiir die Wahl (5.12) gelten. Analog wird bei den anderen f- und y-Werten

verfahren.
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5. Bestimmung von a; aus dem QCD-Matrix-Element 2.0Ordnung

102
I — o(a?) QCD
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Abbildung 5.6: Die skalierten inklusiven Impulsverteilungen bei 35 und 91 GeV. Die
durchgezogene Linie ist das Ergebnis aus dem QCD~Matrix-Element 2.0rdnung.
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Quotient(91GeV/35GeV)

5.2.  Die numerische Anpassung der Parameter

1.5 [
1.4 :_ O(«,?) QCD
I konstante
1.3 Trormmrmrmemee Flavour—
i fl( Zusammensetzung
1.2 | ¥ DELPHI 91 / TASSO 35
1.1 F
, i keine Skalenverletzung
0.9 |
0.8 |
0.7 |-
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Abbildung 5.7: Der Quotient aus den Impulsverteilungen bei 91 und 35 GeV.
Die durchgezogene Linie entspricht dem QCD-Matrix-Element, und die gestrichelte Linie
ergibt sich fiir gleiche Flavour-Zusammensetzung bei beiden Energien.

65




5. Bestimmung von a, aus dem QCD-Matrix-Element 2.0rdnung

AuBerdem wurde gestrichelt noch eine Generatorkurve fiir konstante Flavour-Zusam-
mensetzung bei beiden Energien aufgetragen. Diese liegt nahe an der O(a?)-QCD-
Kurve, was zeigt, dal die Skalenverletzung wirklich eine Skalenverletzung in der
Fragmentationsfunktion D(x,@?) ist und nicht nur durch die Energieabhingigkeit
der W;(Q?) in Gleichung (3.6) verursacht wird. Der grofiere Anteil an hérter frag-
mentierenden b-Quarks bei 91 GeV beeinfluit die Skalenverletzung nur leicht. Das
nach der Fragmentation bei b-Quarks hirtere Impulsspektrum &hnelt nach dem
Zerfall der instabilen Teilchen wieder dem der leichten Quarks.

Neben den Parameterwerten und Fehlern erhdlt man bei der Anpassung auch die
Korrelationen zwischen den Parametern. Es zeigte sich, dafi A nur relativ schwach
mit den Fragmentationsparametern korreliert ist. Dies bedeutet, daB die Unsicher-
heit von a und €, den Fehler auf A nur leicht vergroBert. Auf den ersten Blick ist
dieses Ergebnis erstaunlich, da bei fritheren Versuchen, A mit Hilfe eines Monte-
Carlo Generators zu bestimmen, die Unsicherheiten durch die Fragmentation sehr
groB waren. Je nach Wahl von a bzw. €, konnten viele unterschiedliche A~Werte
erreicht werden. Der Hauptunterschied zu dieser Analyse bestand darin, da nur
Daten einer Energie verwendet wurden. Durch das Einbeziehen von mehreren Expe-
rimenten bei unterschiedlichen Energien in die Fitprozedur ist es hier gelungen, die
(energieunabhingige) Fragmentationsphase III® von der A bestimmenden Phase II3
praktisch zu entkoppeln. ‘Bei einer Anderung von a oder g, bleibt der Wert von
A stabil. Der EinfluB der Fragmentation ist so gering, dafl selbst die Verwendung
eines anderen Modells fast zum gleichen Ergebnis fiihrt. Dies wurde anhand der
Unabhingigen Fragmentation bestitigt. Eine Anpassung mit diesem Modell und
4 Experimenten bei 35 und 91 GeV lieferte folgendes Ergebnis:

AGL = 211%3 MeV
a = 088%0.05  (£0.04) (5.15)
e = 0.007+£0.002  (+0.001)

Der Vergleich mit dem String-Modell zeigt, daB der Unterschied innerhalb der
(MINOS-)Fehler liegt.

Um den Einflul des verwendeten z—Bereichs zu sehen, wurde in der Anpassungs-
prozedur die untere z~Schranke variiert. Die hieraus resultierenden Ergebnisse fiir
A sind aus Tabelle 5.1 und Abbildung 5.8 ersichtlich.

Ebenso wurden in weiteren Prozeduren §y, §*'" und die verwendeten Experimente
verandert. Genaueres hierzu bei der Fehlerabschitzung in Kapitel 5.3.

3nach Kapitel 2.5
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5.2. Die numerische Anpassung der Parameter

Tabelle 5.1: Die Abhingigkeit des Ergebnisses fiir A vom verwendeten z—Bereich. In
der letzten Spalte ist der mittlere MINOS-Fehler auf das ermittelte A aufgetragen.

in GeV

.

0.275

A

0.25

0.225

0.2

0.175

0.15

0.125

0.1

Abbildung 5.8: Die Abhingigkeit des Ergebnisses fiir A von Tschniu-

{ z—-Bereich l A in MeV l AA 1n MeV ]

0.08-0.8 210 + 9.0
0.10-0.8 208 + 9.5
0.12-0.8 207 + 13.5
0.14-0.8 206 + 14.5
0.16-0.8 194 + 15.5
0.18-0.8 193 + 15.5
0.20-0.8 191 + 15.5
0.22-0.8 192 + 16.5
0.25-0.8 193 + 16.0
0.30-0.8 190 + 16.5
0.35-0.8 191 + 18.0
0.40-0.8 193 + 19.0
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5. Bestimmung von a, aus dem QCD-Matrix-Element 2.0rdnung

Da f und y nicht eindeutig vorgegeben sind, wurden schlieBlich die Parametrisierung
durch Splines und die darauffolgenden Anpassungen fiir unterschiedliche Werte des
Renormalisierungsfaktors f und des Schnittparameterts y durchgefiihrt. Auch hier
wurden nur die 4 Experimente bei 35 und 91 GeV benutzt. Es ergaben sich folgende
Resultate fiir A,a und e :

f=1.0:
ACL = 26917 MeV ,
a = 0.9640.03 (£0.01) (5.16)
ey = 0.008+0.002  (£0.0007)

M?=y.s=11593: (d.h. y(91 GeV) = 0.014)

ACL = 231H15 MeV
a = 0944004 (£0.02) (5.17)
ey = 0.008£0.002 (40.0009)

Fiir die hierbei aufgefithrten Fehler gilt das bei den ersten Ergebnissen Gesagte. Die
ebenfalls frei gelassenen Normalisierungsfaktoren f; dnderten sich im Vergleich zur
ersten Fitprozedur kaum.

Bei den verschiedenen Anpassungen war das resultierende x? jeweils nur wenig gréfer
als 1, d.h. es gibt bezliglich der Qualitdt der Anpassung keinen signifikanten Un-
terschied zu den ersten f- und y-Werten. Es ist deshalb nicht mdglich, allein aus
diesen Ergebnissen bestimmte f— oder y—Werte auszuschlieBen.

5.3 Fehlerabschitzung

Die Anpassung selbst lieferte einen statistischen Fehler und einen Fehler, der durch
die Korrelationen mit den Fragmentationsparametern entsteht.

Aus den Ergebnissen der unterschiedlichen Anpassungen kann man eine Abschétzung
fir die systematische Unsicherheit von A% angeben. Es sind insgesamt folgende
Fehlerquellen zu beriicksichtigen:

o Statistischer Fehler:
Der statistische Fehler entsteht durch die begrenzte Statistik der Experimente.
Da in der Analyse mehrere Experimente mit insgesamt 71 Kanilen benutzt
wurden, ist er im Vergleich zu den systematischen Effekten sehr gering. Er

ist im angegebenen Anpassungsfehler von 29 MeV enthalten und liegt bei

ca. 10 MeV.
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5.3.  Fehlerabschédtzung

e Iragmentationseffekte:

Wie in Kapitel 5.2.3 schon erwihnt, zeigte sich, dafi die Korrelationen zwi-
schen A und den Fragmentationsparametern a und ¢, ziemlich gering sind.
Bei der Analyse ist durch die Verwendung von mehreren Experimenten bei
verschiedenen Energien die A-Bestimmung vom Fragmentationsteil praktisch
entkoppelt worden. Um dies zu bestatigen, wurde die ganze Anpassung auch
fiir die Unabhéngige Fragmentation durchgefithrt. Die Anderung von A lag
hierbei im Bereich der Fehler®.

Neben dem schon im Anpassungsfehler beriicksichtigten Anteil, der durch die
Korrelation mit a und e, entsteht, wurde fiir die Fragmentation noch ein Feh-
ler von +9MeV auf A angenommen. Dieser ergibt sich aus dem Unterschied
der Fitergebnisse bei den beiden Fragmentationsmodellen.

o Unsicherheit durch die unterschiedlichen Anteile an schweren Quarks:
Da sich die Flavour-Zusammensetzung mit der Energie dndert, mufl auch das
unterschiedliche Fragmentationsverhalten von schweren und leichten Quarks
beriicksichtigt werden. In Abbildung 5.7 (Seite 65) ist zu sehen, daf} die Skalen-
verletzung durch die unterschiedlichen Flavour-Zusammensetzungen nur leicht
beeinflut wird. Aus der Kurve fiir konstante Zusammensetzung la8t sich der
Fehler auf A zu +10MeV abschétzen.

e Experimentelle Unsicherheiten:

Auf die Beriicksichtigung der statistischen und systematischen Abweichungen
sowie der Normalisierungsfehler der einzelnen Experimente innerhalb der Fit-
prozedur wurde bereits hingewiesen. Dabei war die Wahl des relativen Nor-
malisierungsfehlers 6 und des minimalen kanalspezifischen Fehlers §7™ nicht
eindeutig. Aus diesem Grund wurden beide Fehler zwischen 1% und 3% vari-
iert, um den EinfluB auf die Anpassung zu sehen. Dabei dnderte sich natiirlich
das x?, da dort diese Fehler direkt eingehen. A hingegen variierte nur um
+3MeV, ist also kaum von der Normalisierung und den systematischen Da-
tenfehlern abhingig. Dies zeigt, daB fiir die Skalenverletzung nur die Form der
Verteilung, nicht aber eine absolute Normierung entscheidend ist.

e Unterschiede zwischen einzelnen Experimenten:
Da bei der durchgefiihrten a,-Bestimmung Daten von verschiedenen Expe-
rimenten verwendet wurden, kann es sein, daB durch die Auswahl der Da-
tensitze systematische Effekte auftreten. Um diese zu untersuchen, wurden
Anpassungen fiir verschiedene Kombinationen der Experimente durchgefiihrt.
Die Ergebnisse fiir A sind in Abbildung 5.9 dargestellt.

*Ergebnisse siche Kapitel 5.2.3
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5. Bestimmung von a, aus dem QCD-Matrix-Element 2.0rdnung

M =MARKII 29 GeV A =AMY 54 GeV

C =CELLO 35 GeV D =DELPHI 91 GeV

T =TASSO 35 GeV Al =ALEPH 91 GeV
exp. Komb. Ergebnis
MTCADAI e
MAD °
CAD ———
MCAAI -
MTCAD | — e
CD &
CTD ®
CTDAI ®
MTD ————

1clso 1;30 2cl>o zéo Ain MeV

Abbildung 5.9: A bei verschiedenen Experiment—Kombinationen.
Links die verwendeten Kombinationen, gekennzeichnet durch die oben angegebenen
Abkiirzungen, rechts das Resultat fiir A.
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5.3. Fehlerabschitzung

a,
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Abbildung 5.10: Die Abhingigkeit der Kopplungskonstanten o, von der unteren
z—Schranke.

Man sieht deutlich, daB die resultierenden Unterschiede kaum den statistischen
Fehler iberschreiten. Die grofite aufgetretene Differenz liegt bei 30 MeV.

Unter der Annahme, da8 diese Differenz nur durch systematische Effekte verur-
sacht wird, betragt der Fehler durch die verschiedenen Experimente £15 MeV.

o Abhéingigkeit vom verwendeten z-Bereich:

Um den EinfluB des erforderlichen Schnitts bei kleinen z auf A zu testen,
wurde die untere Grenze des verwendeten Bereiches zwischen 0.08 und 0.4 va-
riiert. Die Ergebnisse sind in Kapitel 5.2.3 zu sehen. Es zeigte sich, dafl A
fir zgschniz = 0.18 konstant bleibt. Fir darunterliegende Schnitte steigt der
Wert von 193 MeV auf 210 MeV an (Abbildung 5.8). Die obere Grenze wurde
festgehalten, da die experimentellen Fehler bei > 0.8 sehr grofi werden.
Aus der Variation von A ergab sich damit ein Fehler von 10 MeV. Fiir Abbil-
dung 5.10 wurden die Ergebnisse mit (2.8) auf o,(M2) umgerechnet und ein
Fehlerband durch die Werte gelegt. Es wird auch hier deutlich, daB a, nur bei
kleinen scanit—Werten vom verwendeten z—Bereich abhangt.
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5. Bestimmung von o, aus dem QCD-Matrix-Element 2.0rdnung
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Abbildung 5.11: Die Abhingigkeit der Kopplungskonstanten a; vom Renormalisie-
rungsfaktor f.

o Unsicherheit durch die Renormalisierungsskala f:
Wairen alle Korrekturen héherer Ordnung bekannt, so wire A von der Wahl
des Renormalisierungsfaktors f unabhéngig. Da dies (leider) nicht der Fall ist,
ergibt die Unsicherheit von f einen relativ grofien Fehler auf A.
Um ihn zu bestimmen, wurde die Fitprozedur fiir verschiedene f-Werte wie-
derholt. A zeigte einen Anstieg von 190 MeV auf 270 MeV, als f von 0.01 auf
1.0 erhéht wurde, was einer Skalenanderung von _E_lcéu auf Egps entspricht. Fir
a, bedeutet dies einen Anstieg von 0.115 auf 0.121. Eine Erniedrigung von f
bis zu 0.002 (=2£2x) &ndert A und damit o, nicht allzu stark. Die Abhéngig-
keit der Kopplungskonstanten a,(M?%) von f ist in Abbildung 5.11 durch ein
Fehlerband dargestellt.
Der Renormalisierungsfaktor, der seinen Ursprung in der Unkenntnis der ho-
heren Ordnungen hat, bewirkt also fiir A einen Fehler von 4+40 MeV. Er ver-
ursacht, wie auch bei anderen a,~Bestimmungen, die gro8te Unsicherheit auf
A und a;,.
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5.3.  Fehlerabschitzung

o Abhingigkeit vom Schnittparameter y:

SchlieBlich ist zu erwarten, da A auch vom beim Matrix-Element verwende-
ten Schnittparameter y abhdngt. Zur Untersuchung dieses Fehlers wurde in
weiteren Anpassungen auch y abgeindert. Dabei muBte jeweils beachtet wer-
den, da M? = y - s bei allen Experimenten konstant bleibt. Ein VergréBern
des Quadrats der minimalen invarianten Masse und damit auch von y um den
Faktor 2 ergab fiir A einen Anstieg von 60 MeV. Deshalb wurden als systema-
tischer Fehler durch den Schnitt £30 MeV angesetzt.

Die Fehleranalyse zeigte, da die Parameter f und y, die zusammen mit A direkt in
Phase II des Prozesses ete™ — Hadronen eingehen, die groBte Unsicherheit auf A
(und «,) verursachen. In beiden Fillen bewirkt eine Erhéhung einen Anstieg von ;.
Eine Erhohung von f bedeutet, dafl o bei einer gréBeren Skala eingeht, d.h. kleiner
ist. Durch die geringere Kopplung wiirden folglich weniger Partonen entstehen. Dies
kann durch eine Erhdhung von A kompensiert werden. Genau das geschieht auch
bei der Anpassung an die wirklich gemessenen Werte. Wird y vergréBert, so sinken
3- und 4-Jetrate, und es sind ebenfalls weniger Partonen vorhanden. Deshalb wird
auch hier mit einer Erh6hung von A entgegengewirkt.

In einer Monte-Carlo Studie im Bereich der Partonen wurde der EinfluBl von f und
y auf die 2—,3- und 4-Jetraten untersucht.

Das Ziel dabei war, festzustellen, ob eine Anderung des Renormalisierungsfaktors
und eine Anderung des Schnittparameters zu einem dquivalenten Ergebnis bei den
Partonen vor der Fragmentation fithrt. Dies wiirde bedeuten, dafl beide Parameter
die gleiche Fehlerquelle fiir A darstellen.

In Abbildung 5.12 sind die 3— und 4-Jetraten bei der Energie 91 GeV fiir verschiedene
f bzw. y aufgetragen. Es wird deutlich, daB die beiden Parameter zwar in die gleiche
Richtung wirken, aber doch zu recht unterschiedlichen Abhingigkeiten fithren. Es
ist nicht moglich, statt f einfach y um einen entsprechenden Wert zu vergréBern,
um damit das gleiche Ergebnis zu erhalten.

Deshalb wurden trotz gemeinsamer gleicher Einfliisse auf A die Fehler durch y und
f getrennt in der Analyse verwendet.

Eine weitere Fitprozedur, bei der f gleichzeitig mit y erhéht wurde, ergab ein noch
groferes A als die oben angefithrten Anpassungen, bei denen nur einer der beiden
Parameter auf einen groferen Wert gesetzt wurde. Dies bestitigte die Annahme,
dafB bei Beriicksichtigung von y und f nicht der gleiche Fehler doppelt verwendet

wird.
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5.  Bestimmung von a, aus dem QCD-Matrix-Element 2.0Ordnung
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Abbildung 5.12: Die 3-Jetraten (oben) und die 4-Jetraten (unten) in Abhidngigkeit von
f und y bei einer Energie von 91 GeV.

Es wird deutlich, da Erhéhungen von f und Erh8hungen von y nicht zu dquivalenten
Ergebnissen fiihren.
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5.3.  Fehlerabschitzung

l Fehlerquelle ] Fehler AA ]

Statistik, Korrelationen 2 MeV
Fragmentationsmodelle +9 MeV
Anteile an schweren Quarks | £10MeV
verschiedene Experimente | +15MeV

z-Abhéngigkeit +10MeV
Schnittparameter y +30 MeV
Renormalisierungsfaktor f
(héhere Ordnungen) +40MeV
I => Gesamtfehler | +60MeV ]

(5)

Tabelle 5.2: Zusammenfassung der Fehler auf Asrs:

Die untersuchten Fehler sind in Tabelle 5.2 zusammengefaBt. Sie wurden quadratisch
zu einem Gesamtfehler addiert:

AR ges = 160 MeV (5.18)

Verwendet man fiir A den Mittelwert, der sich bei der Variation von f ergibt, so
lautet das Endergebnis:

AL = 230 & 60 MeV (5.19)

Mit Gleichung (2.8) ergibt sich dazu korrespondierend ein a, bei der Z°-Masse:

a,(M%) = 0.118 = 0.005 ~ (5.20)

75




Kapitel 6
Schlufibemerkungen

Mit den in der Analyse gefundenen Parametern wurden noch Verteilungen bei
14 GeV, 22 GeV und 44 GeV generiert. Fiir diese Energien existieren experimentelle
Daten von TASSO [30], die bei der Bestimmung nicht mitverwendet wurden. Bei den
Vergleichen von Daten und Generatorverteilungen ergeben sich jeweils y>*~Werte, die
knapp unter 1 pro Kanal liegen. Dies zeigt wie bei den verwendeten Verteilungen
eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen Theorie (Generator) und Messung. Mit
den ermittelten Parametern werden also die skalierten Impulsverteilungen ;}%(m)
bei jeder beliebigen Energie beschrieben.

Zusammenfassend 148t sich sagen, daff die in den Daten der ete~™—Annihilation deut-
lich sichtbare Skalenverletzung eine genaue Bestimmung von a, ermdglicht. Aus
einer Analyse mit Hilfe des QCD-Matrix-Elements in 2.0rdnung ergab sich

as(M3%) = 0.118 £ 0.005

Es ist zu erwarten, daB} die anderen in Kapitel 3.4 erwahnten Methoden ebenfalls eine
gute Bestimmung von «, aus der Skalenverletzung erlauben und zu einem &hnlichen

Ergebnis fiihren.
Ein Vergleich mit dem Ergebnis aus der tiefinelastischen Streuung [14]

as(M3%) = 0.113 £ 0.005

zeigt durch die Fehler, daB sich die Skalenverletzung im zeitartigen Bereich genauso-
gut zur a,~Bestimmung eignet, wie die Skalenverletzung im raumartigen Bereich.
In beiden Fillen wird der Hauptfehler durch die unbekannten héheren Ordnungen
verursacht, so daf eine grofie Verbesserung dieser Werte momentan kaum méglich
ist. Diese durch die Skalenverletzung bestimmten Werte gehbren zu den prazisesten
as—Werten liberhaupt.
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Der mit dem QCD-Matrix-Element 2.0rdnung ermittelte Wert fiir o,(M2) stimmt,
abgesehen von dem aus der Streuung gemessenen Wert, auch mit anderen a,-Be-

stimmungen gut iiberein. So ergab sich z.B. bei LEP aus Jetraten und Variablen,
die die Form der Ereignisse beschreiben, ein Wert von a,(M2%) = 0.120 £ 0.007 [44].
In Tabelle 6.1 sind weitere a,~Bestimmungen bei unterschiedlichen Energien aufge-
listet. Diese sind auch in Abbildung 6.1 aufgetragen. Hierin ergibt sich die durch-
gezogene Kurve a,(Q) aus (2.8) mit dem in dieser Analyse ermittelten Wert von
A% = 230 MeV. Die gepunktelten Linien entsprechen den Fehlerschranken dieses
Werts. Man sieht, dafl das Ergebnis mit den verschiedenen anderen Bestimmungen

konsistent ist.

| Experiment | Energie Q | o,(Q) | Fehler A, (Q) |
R
T .18 GeV 320 .040
(r—Zortall 1.78GeV | 0.3 + 0.04
Neutrino- 5.0GeV | 0.193 + 0.019
streuung

Inelastische Lepton-
Nukleon-Streuung
J/¥
(Quarkonium-Zerfall)
Form der Ereignisse

bei 35 GeV
Form der Ereignisse
bei 58 GeV
pp — W+ Jets
(UA2-Experiment)
I'kad/Tiep bei LEP
(Z°-Zerfallsbreite)

Jetraten und Ereignis-
. . 0.007
form bei LEP 91.2GeV | 0.120 +

7.1GeV | 0.180 + 0.014

10.0GeV | 0.167 + 0.015

35.0GeV | 0.140 4 0.020

58.0 GeV | 0.130 + 0.008

80.6 GeV | 0.123 + 0.025

91.2GeV | 0.130 + 0.012

Tabelle 6.1: Verschiedene a,-Bestimmungen ([42],[43],[14],[44]).
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6. SchluBbemerkungen

—~ 0.4
o i ® R,
s i %X v—Streuung
0.36 A Lepton—Streuung
(Skalenverletzung)
G J/v
0.32 Y Ereignisform 35 GeV
* Ereignisform 58 GeV
0.28 K B pp—> W+ Jets
i 0 Z°-Zerfall
- ¥ Ereignisform und
0.24 |- Jetraten 91 GeV
0.2 |+
o6 b
0.12 |- . >
0.8 A=230 MeV
C A=2304£60 MeV
0.04 (Skalenverletzung
i e’e”— Annihilation)
o L— SRS S | : TSR |
10 10°
Qin GeV

Abbildung 6.1: o,(Q) bei verschiedenen Experimenten.
Die durchgezogene Kurve entspricht dem in der Analyse ermittelten Wert von
A% = 230 MeV, und die gepiinktelten Linien zeigen die zugehorigen Fehlergrenzen.

Die Bedeutung der in der Analyse bestimmten starken Kopplungskonstanten o, geht
weit {iber die Quantenchromodynamik hinaus. Als fundamentaler Parameter dieser
Theorie spielt sie zusammen mit den anderen Kopplungskonstanten auch bei den
vereinigten Theorien (GUTs) eine groBe Rolle. Eine genaue Messung von a, erlaubt
durch Extrapolation auf sehr hohe Energien Aussagen tiber die verschiedenen GUT-
Theorien ([45],[46]).

Somit ist jede Bestimmung der starken Kopplungskonstanten auch ein winziger
Schritt auf dem Weg zur Beantwortung der alten Frage, was ,die Welt im Innersten
zusammenhalt®.
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Anhang A

Tabellen der Ergebnisse

In den folgenden Tabellen sind die Werte der skalierten inklusiven Impulsspektfen
der verwendeten Experimente in Abhangigkeit vom z—Kanal aufgefiihrt. Dabei ist
der Fehler auf die Daten, je nach Experiment, getrennt in einen statistischen und
einen systematischen Anteil oder insgesamt als experimenteller Fehler angegeben.
Die letzte Spalte zeigt das Ergebnis aus dem QCD-Matrix-Element 2.0rdnung mit
anschlieBender String-Fragmentation, das durch den Generator bestimmt wurde.
Die dabei verwendeten Parameter sind (Kapitel 5.2):

A = 193MeV

a = 0.85 y(91GeV) = 0.01

b = 0283 y(54GeV) = 0.0284

ey = 0.009 y(35GeV) = 0.0676

e. = 0.083 y(29GeV) = 0.0985

pr = 0.500 f = o001
ESchnitt = 3.1 GeV

AuBerdem wurden éy = 0.02 und §*" = 0.03 benutzt.

Die zweite Spalte zeigt das sich mit diesen Werten ergebende x? einzeln fiir die
verschiedenen Kanile. Der fiir jedes Experiment aus der Anpassung folgende Nor-
malisierungsfaktor f; wurde in der Datenspalte nicht einberechnet, ist aber beim
angegeben y2-Wert richtig berticksichtigt. Die Werte der f; sind zusammen mit der
Energie unter den einzelnen Tabellen angegeben. Fiir die Bestimmung von A wurde
jeweils nur der Bereich zwischen den leeren Balken verwendet.
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A. Tabellen der Ergebnisse

T x? | Daten | 0 Osys | QCD+SF
0.00 - 0.01 | 1.38 | 400.8 0.8 12.1 412.9
0.01 - 0.02 ] 5.60 | 409.3 0.7 12.3 436.2

0.02 - 0.03 | 5.27 | 264.6 0.6 7.9 281.5
0.03 -0.04 | 2.01 | 185.1 0.5 5.6 192.0
0.04 -0.05| 039 | 1374 0.4 4.1 139.3
0.05-0.06 | 0.01 | 105.3 0.4 3.2 104.5
0.06 - 0.07 | 0.21 83.6 0.3 2.5 82.0
0.07-0.08 | 1.00 | 68.4 0.3 2.1 66.0
0.08 -~ 0.09 | 3.46 | 56.9 0.3 1.7 53.4
0.09 - 0.10 | 2.12 | 47.2 0.2 1.4 44.9
0.10 ~0.12 | 2.68 | 37.1 0.2 1.1 35.1
0.12-0.14 | 1.25 27.6 0.1 0.8 26.6
0.14-0.16 | 0.53 | 20.9 0.1 0.6 20.3
0.16 - 0.18 | 2.02 16.6 0.1 0.5 15.8

0.18 -0.20 | 0.41 | 12.92 | 0.09 0.39 12.61
0.20 -0.22 | 0.21 | 10.37 | 0.09 0.31 -10.18

0.22-0.24 | 046 | 8.36 0.08 0.25 8.15
0.24 -0.26 | 0.33 | 6.72 0.07 0.20 6.80
0.26 - 0.28 | 0.58 | 5.67 0.06 0.17 5.51
0.28~0.30 | 0.11 4.61 0.06 0.14 4.64
0.30-0.32] 032 | 3.85 0.05 0.12 3.90
0.32-0.34 | 0.15 | 3.19 0.05 0.10 3.21
0.34 -0.36 ) 0.15 | 2.70 0.04 0.08 2.66
0.36 - 0.40 | 3.89 | 2.09 0.03 0.06 2.21
0.40 - 0.44 | 0.04 1.50 0.02 0.05 1.48
0.44 - 0.48 | 0.19 1.08 0.02 0.03 1.09

0.48 - 0.52 | 0.05 | 0.770 | 0.016 | 0.023 0.761
0.52 - 0.56 | 0.50 | 0.561 | 0.014 | 0.017 0.570
0.56 - 0.60 | 2.31 | 0.396 | 0.011 | 0.012 0.376
0.60 - 0.66 | 0.66 | 0.268 | 0.007 | 0.008 0.260
0.66 - 0.72 | 1.97 | 0.160 | 0.006 | 0.005 0.167
0.72 -0.78 | 3.53 | 0.096 | 0.004 | 0.003 0.088

0.78 - 0.84 | 15.69 | 0.045 | 0.002 | 0.002 0.055
0.84 -0.90 | 5.72 | 0.023 | 0.002 | 0.002 0.019
0.90 - 1.00 | 7.58 | 0.0059 | 0.0005 | 0.0005 0.0044

Tabelle A.1: Das inklusive Impulsspektrum von DELPHIL
Die Schwerpunktsenergie betrigt Ecar = 91 GeV, und es ergab sich f; = 0.995.
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z x? | Daten | Oyt | Osys | QCD+SF
0.005 - 0.010 | 25.57 | 514.9 2.5 11.6 429.8
0.010 - 0.015 | 0.00 | 451.3 2.1 6.8 444.4
0.015 - 0.020 | 27.51 | 355.9 1.8 4.2 405.3

0.02 - 0.03 9.34 | 262.0 1.1 2.8 281.5
0.03 — 0.04 3.79 | 184.3 0.9 1.4 192.0
0.04 - 0.05 1.37 | 136.7 0.8 0.9 139.3
0.05 — 0.06 1.07 | 103.0 0.7 0.6 104.5

0.06 - 0.07 0.00 | 83.3 0.6 0.4 82.0
0.07 - 0.08 0.10 | 67.7 0.6 0.6 66.0
0.08 - 0.09 1.15 | 56.1 0.5 0.3 53.4
0.09 - 0.10 0.94 | 47.0 0.5 0.2 44.9
0.10 - 0.12 1.55 | 37.0 0.3 0.2 35.1
0.12 - 0.14 1.20 | 27.9 0.3 0.1 26.6
0.14 - 0.16. | 1.07 | 21.3 0.2 0.1 20.3
0.16 - 0.18 2.23 16.8 0.2 0.1 15.8

0.18-0.20 | 4.78 | 13.71 | 0.19 | 0.13 12.61
0.20-0.25 | 0.00 | 893 | 0.09 | 0.12 8.80
0.25-0.30 | 0.06 | 5.43 | 0.07 | 0.08 5.38
0.30 -0.40 | 0.05 | 2.88 | 0.04 | 0.04 - 2.85
0.40 -0.50 | 0.08 | 1.24 | 0.02 | 0.02 1.21
0.50 - 0.60 | 0.04 | 0.534 | 0.016 | 0.012 0.522
0.60 - 0.70 | 0.13 | 0.230 | 0.011 | 0.004 0.230
0.70 - 0.80 1.44 | 0.090 | 0.006 | 0.002 0.096

Tabelle A.2: Das inklusive Impulsspektrum von ALEPH.
Die Schwerpunktsenergie betrigt Ecy = 91 GeV, und es ergab sich f; = 0.984.
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A. Tabellen der Ergebnisse

T x? | Daten | 0ep | QCD+SF
0.00 - 0.10 | 18.93 | 1343 1.0 152.6
0.10-0.20 ;] 1.06 23.5 0.4 22.9
0.20 - 0.30 | 0.05 7.79 0.22 7.77
0.30 - 0.40 | 0.02 3.17 0.15 3.16
0.40 - 0.50 | 1.35 1.23 0.09 1.34

0.50 - 0.60 | 2.10 | 0.532 | 0.050 0.605
0.60 - 0.70 | 1.42 | 0.310 | 0.038 0.267
0.70 - 0.80 | 1.40 | 0.124 | 0.022 0.099

0.80 -0.90 | 6.25 | 0.021 | 0.006 0.036
0.90 - 1.00 } 5.65 | 0.0038 | 0.0018 | 0.0081

Tabelle A.3: Das inklusive Impulsspektrum von AMY.
Die Schwerpunktsenergie betrdgt Ecas = 54 GeV, und es ergab sich f; = 1.004.
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z x? Daten | 0gsat osys | QCD+SF

0.00-0.01 | 0.04 62.0 2.0 69.8 76.0
0.01 -0.02| 7.46 153.3 1.1 7.8 174.2
0.02 -0.03 | 12.80 | 155.8 1.1 4.9 173.7
0.03 -0.04 ] 4.73 136.5 1.0 4.1 146.4
0.04 - 0.05| 5.59 111.6 0.9 3.3 120.3
0.05 - 0.06 | 8.54 88.3 0.8 2.7 96.7
0.06 - 0.07 | 12.30 71.6 0.7 2.1 79.7
0.07 - 0.08 |} 2.22 59.9 0.7 2.0 63.0
0.08 -0.09 | 1.32 50.9 0.6 1.7 53.0
0.09 - 0.10 | 0.20 44.1 0.6 1.5 45.0
0.10 -0.12 | 0.14 36.4 0.4 1.3 36.1
0.12-0.14 | 0.05 27.7 0.3 1.1 27.7
0.14 -0.16 | 0.00 21.6 0.3 0.9 21.7

0.16 - 0.18 | 0.02 17.6 0.3 0.7 17.6

0.18 -0.20 | 0.04 14.21 0.24 0.62 14.18
0.20 -0.22 | 0.01 11.41 0.21 0.48 11.53

0.22 -0.24 | 0.06 9.49 0.19 0.41 9.65
0.24 - 0.26 | 0.68 8.06 0.18 0.33 7.83
0.26 - 0.28 | 1 0.30 6.33 0.16 0.25 6.52
0.28 - 0.30 | 0.29 5.67 0.15 0.24 5.57
0.30 -0.32 | 0.51 4.84 0.14 0.20 4.71
032-034| 0.73 4.04 0.13 0.16 3.91
0.34 - 0.36 | 0.07 3.49 0.12 0.13 3.47
0.36 - 0.40 | 0.20 2.65 0.07 0.09 2.62
0.40 - 0.44 | 0.24 1.91 0.06 0.07 1.88
0.44 - 0.48 | 0.00 1.36 0.05 0.04 1.37
0.48 - 0.52 | 0.65 1.01 0.04 0.03 1.05

0.52 - 0.56 | 0.38 0.738 | 0.035 | 0.022 0.766
0.56 — 0.60 | 2.08 0.496 | 0.027 | 0.015 0.541
0.60 - 0.66 | 0.56 0.331 | 0.018 | 0.010 0.348
0.66 - 0.72 | 0.47 0.197 | 0.012 | 0.006 0.207
0.72 -0.78 | 0.59 0.108 | 0.008 | 0.005 0.116

0.78 -0.84 | 0.50 0.047 | 0.004 | 0.003 0.051
0.84 - 0.90 | 22.85 | 0.022 | 0.002 | 0.002 0.036
0.90 — 1.00 | 206.87 | 0.0044 | 0.0003 | 0.0004 0.0119

Tabelle A.4: Das inklusive Impulsspektrum von CELLO.
Die Schwerpunktsenergie betrigt Ecar = 35GeV, und es ergab sich f; = 1.007.
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A. Tabellen der Ergebnisse

T x* | Daten | 0ep | QCD4SF
0.02-0.031.99| 169.3 2.4 173.7
0.03 - 0.04 | 1.37 | 143.7 2.7 146.4
0.04 - 0.05 | 3.74 | 1155 1.6 120.3
0.05-0.06 314 | 933 1.5 96.7
0.06 - 0.08 | 2.52 | 69.2 1.2 71.3
0.08 - 0.10 | 0.00 | 49.7 1.1 49.0
0.10-0.12 | 0.13 | 36.3 0.4 36.1
0.12-0.14 | 0.00 | 28.1 0.4 27.7
0.14 -0.16 | 0.29 | 224 0.4 21.7
0.16 - 0.18 | 0.08 | 18.0 0.3 17.6

0.18 -0.20 | 0.01 | 14.38 | 0.28 14.18
0.20 - 0.25 ] 0.06 | 10.24 | 0.16 10.16

0.25-0.30 ] 0.01 | 6.43 0.11 6.35
0.30 -0.35{0.02 | 4.23 0.10 4.18
0.35-0.40 | 2.18 | 2.72 0.09 2.79
0.40 - 0.50 | 0.16 | 1.59 0.04 1.54

0.50 - 0.60 | 3.75 | 0.782 | 0.028 0.725
0.60 - 0.70 | 2.12 | 0.341 | 0.023 0.304
0.70 - 0.80 | 5.46 | 0.162 | 0.018 0.119

0.80 - 1.00 | 0.10 | 0.0300 | 0.0120 | 0.0259

Tabelle A.5: Das inklusive Impulsspektrum von TASSO.
Die Schwerpunktsenergie betriagt Ecar = 35GeV, und es ergab sich f; = 0.984.
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T x? | Daten | 0esp | QCD+SF
0.00 -0.05] 1.71} 1154 1.8 115.7

0.05-0.10 | 3.26 | 65.1 1.2 71.6
0.10 -0.1516.29 | 31.6 0.6 30.5
0.15-0.20 | 6.33 | 17.5 0.3 16.9

0.20 - 0.25 | 2.60 | 10.40 | 0.21 10.33
0.25-0.3010.00 | 6.29 | 0.13 6.58
0.30 - 0.35 | 0.07 | 4.07 | 0.09 4.21
0.35-0.40{0.05| 2.76 | 0.07 2.90
0.40-0.4512.01| 1.80 | 0.06 1.96
0.45-0.50 | 5.16 | 1.18 | 0.04 1.32
0.50 - 0.55 | 0.37 | 0.810 | 0.039 0.868
0.55 - 0.60 | 1.43 { 0.515 | 0.031 0.574
0.60 - 0.65 | 0.23 | 0.347 | 0.023 0.351
0.65 - 0.70 | 2.45 | 0.227 | 0.020 0.269
0.70 - 0.75 | 0.43 | 0.167 | 0.020 0.161
0.75-0.80 | 1.24 | 0.104 | 0.016 0.090

0.80 - 0.85 | 0.11 | 0.062 | 0.013 0.069
0.85-0.90 | 2.93 | 0.025 | 0.007 0.039
0.90 - 0.95 | 0.76 | 0.013 | 0.005 0.018
0.95 - 1.00 | 1.60 | 0.012 | 0.006 0.005

Tabelle A.6: Das inklusive Impulsspektrum von MARKIL
Die Schwerpunktsenergie betrigt Ecar = 29 GeV, und es ergab sich f; = 1.044.
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5)
AP und as(M3)
ASL | o, (M3) ACL | o, (M) A | o (M) ASL | oy (M3)
15 0.0839 125 | 0.1100 235 | 0.1209 345 | 0.1286
20 0.0865 130 .} 0.1106 240 | 0.1212 350 | 0.1289
25 0.0887 135 | 0.1111 245 | 0.1216 355 | 0.1291
30 0.0906 140 | 0.1116 250 | 0.1219 360 | 0.1294
35 0.0922 145 | 0.1121 255 | 0.1223 365 | 0.1297
40 0.0936 150 | 0.1126 260 | 0.1226 370 | 0.1299
45 0.0950 155 | 0.1131 265 | 0.1229 375 | 0.1302
30 0.0962 160 | 0.1136 270 | 0.1233 380 | 0.1305
55 0.0973 165 | 0.1141 275 | 0.1236 385 | 0.1307
60 0.0984 170 | 0.1145 280 | 0.1239 390 | 0.1310
65 0.0994 175 | 0.1150 285 0.1242 395 | 0.1312
70 0.1003 180 | 0.1154 290 | 0.1245 400 | 0.1315
75 0.1012 185 | 0.1158 295 | 0.1248 405 | 0.1317
80 0.1020 190 | 0.1163 300 | 0.1251 410 | 0.1320
85 0.1029 195 | 0.1167 305 | 0.1254 415 | 0.1322
90 0.1036 200 | 0.1171 310 | 0.1257 420 | 0.1325
95 0.1044 205 | 0.1175 315 | 0.1260 425 -1 0.1327
100 0.1051 210 | 0.1179 320 | 0.1263 430 | 0.1329
105 0.1058 215 | 0.1183 325 0.1266 435 | 0.1332
110 0.1064 220 0.1187 330 0.1269 440 | 0.1334
115 0.1071 225 | 0.1191 335 | 0.1272 445 | 0.1336
120 0.1077 230 0.1194 340 0.1275 450 0.1339

Tabelle B.1: Die Beziehung zwischen A(ﬁs)—s- und ag(M3).
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Anhang C

Der Glattungsalgorithmus
353QH.twice

Der Algorithmus 353QH,twice [47] dient dazu, Verteilungen mit Fluktuationen zu
glatten. Dabei wird fiir einen bestimmten Histogrammkanal auch Information aus
den umliegenden Kanilen verwendet. Die statistische Unsicherheit einer geglitteten
Verteilung ist deshalb nur ein Bruchteil des Fehlers, den das ungeglittete Histo-
gramm besitzt.
Die Annahme beim Glitten ist die, daB die wirkliche Verteilung kontinuierlich
ist und sich bei kleinen Anderungen der Abszisse auch nicht allzu stark indert.
Deshalb ist der Glattungsalgorithmus fiir Verteilungen mit starken Schwankungen,
d.h. grofler 1. oder 2. Ableitung, nicht geeignet. '
Das Verfahren besteht aus drei Schritten. Im ersten Schritt, der ,,353“ genannt wird,
wird zuerst fiir jeden Kanal i der Median aus den Inhalten z; von 3 Kanilen der
Umgebung gebildet:

z; = median(z;-1, z;, Zi+1) (C.1)

Es folgt danach dasselbe mit 5 Kanélen, d.h.
z; = median(zi_g, zi—1, Zi, Zit1, Zit2) , (C.2)

und dann nochmals mit 3 Kanélen. Durch diesen Teil werden u.a. Maxima oder
Minima, die aus weniger als 3 Kanélen bestehen, geglittet. Monoton fallende oder
steigende Kanalfolgen bleiben ungeandert.

Im zweiten Schritt wird zunachst an allen flachen, mehr als drei Punkte enthaltenden
Maxima oder Minima eine quadratische Interpolation durchgefithrt, um unnatir-
liche diskontinuierliche Anderungen in der Ableitung zu beseitigen. Danach werden

Mittelwerte mit
1 1 1

%= R + 5% + yhias
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C. Der Glattungsalgorithmus 353QH,twice

gebildet, um auch im monotonen Teil diskontinuierliche Ableitungen zu entfernen.
Dieser zweite Schritt wird ,,QH“ genannt, wobei ,Q" fiir die quadratische Interpo-
lation und ,H* fiir die Mittelwertbildung (,hanning means“) steht.

Der letzte Schritt dient dazu, echte Maxima und Minima und andere Regionen mit
groBerer zweiter Ableitung nicht einfach wegzuglatten, was passiert, falls man nur
die ersten beiden Schritte verwendet.

Dazu werden die Differenzen zwischen 353QH-geglattetem (Inhalte z;) und ur-
springlichem Histogramm (Inhalte y;) berechnet:

Ty =Y &

Diese Differenz wird im ,twice“ genannten Schritt ebenfalls 353QH-geglattet und
dann zur vorher geglatteten Verteilung addiert.
Damit erhalt man ein 353QH,twice-geglattetes Histogramm.

In der Analyse wurde dieser Algorithmus zur Glattung der im Monte-Carlo Gene-
rator flir verschiedene A, a und ¢, erzeugten Verteilungen verwendet. Diese wurden
nacheinander in A—, a— und e;-Richtung geglittet. Da sich die Werte der Spektren
bei festem x in Abhangigkeit von A, a oder ¢, nur maBig dndern (d.h. 1. und 2. Ablei-
tungen sind nicht allzu grof), kann obiger Algorithmus ohne Probleme angewendet
werden, um Fluktuationen zu korrigieren und damit die statistische Unsicherheit
stark zu verringern. Ein Glatten in z—Richtung ware problematischer, da die Ver-
teilungen insbesondere bei kleinen « sehr groBe 1. und 2. Ableitungen besitzen. Diese
Bereiche wiirden durch den Glattungsalgorithmus verfalscht.
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Anhang D

Kubische Spline-Interpolation

Um bei einer nur an diskreten Stiitzstellen bekannten Funktion oder Verteilung
auch Werte an Zwischenstellen zu erhalten, mufl diese interpoliert werden. Eine
aufBerst vorteilhafte Interpolation kann mit Hilfe von kubischen Spline-Funktionen
geschehen [48]. Diese Methode, die bei der Analyse in Kapitel 5.2.2 verwendet
wurde, soll in diesem Abschnitt in ihren Grundideen kurz erlautert werden.

Ein kubischer Spline! besteht stiickweise aus Polynomen dritten Grades, wobei die
AnschluBstellen zweimal stetig differenzierbar sind. Ein kubischer Spline ist also
eine glatte Funktion. Seine herausragende Eigenschaft besteht darin, da er von
allen interpolierenden Funktionen die geringste Gesamtkrimmung hat:

b
/dt |f“(t)] ist minimal

Dies ist der Hauptgrund fiir die Verwendung von Spline-Funktionen auf diesem Ge-
biet. Die Knoten der Spline-Funktion fallen bei der Interpolationsaufgabe gerade
mit den bekannten Stiitzstellen z;, wobei f(z;) = y; gilt, zusammen. Als Randbedin-
gung wird s”(z¢) = s"(z,) = 0 verwendet, d.h. die Steigung soll sich am Rand nicht
mehr dndern. Der daraus resultierende Spline wird natiirlicher kubischer Spline
genannt.

Der gesuchte Spline s(x) wird stiickweise aus Polynomen s;(z) zusammengesetzt,
die folgende Form haben:

S,‘((L‘) = a;(:z: —_ 23{)3 +_b;(:c — .’L',')2 -+ C,'(.’E _ J:,') + d; T € [:c;, :II,'.H] (D.l)

Dabei sind a;, b;, ¢; und d; zu bestimmende Koeffizienten.

laus dem Schiffsbau: diinne Latte. Die Biegelinie solch einer Latte hat gerade minimale
Kriimmung, ist also eine Spline-Funktion s(z).
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D. Kubische Spline-Interpolation

Dieser interpolierende Spline soll auflerdem folgende Eigenschaften haben:
o s(z;) =y ,d.h.si-1(z:) = si(x;)) =y (Interpolationseigenschaft)
o s'(z;)und s”(z;) existieren:

xlir?_ s'(z;) = ng+ s'(z;) ,d.he st (zi) = si(z;)

lim s"(z;) = lim s"(z;) ,d.heosi (=) = 8] (i)

o s"(x9) =s"(xn) =0

Die natiirliche kubische Spline-Funktion ist durch diese Bedingungen eindeutig fest-
gelegt und kann leicht berechnet werden. Dazu benutzt man (D.1) und setzt die
obigen Bedingungen fiir den interpolierenden Spline ein.

Mit h; =241 —2; und y" =s"(z;) folgt:

a; = ‘61;7; (y£'+1 - ?/:”)
b = 3y
; (D.2)
G = (yien = w0) = Shi (vl +207)
di = vy

Da die y; durch die Stiitzstellen bekannt sind, miissen nur noch die zweiten Ablei-
tungen y! berechnet werden. Diese erhilt man aus den Bedingungen fiir die ersten
Ableitungen s!_,(z;) = si(z;), die zu einem linearen Gleichungssystem in Tridiago-
nalform fiir die n — 1 Unbekannte y{, ¢ = 1...n — 1 flihren. Dieses kann mit dem
GauBalgorithmus leicht geldst werden. Aus den y! ergeben sich dann mit (D.2) alle
Koefhzienten fiir die Spline-Funktion. Mit dieser kdnnen nun auch Werte zwischen
den urspriinglich bekannten Stiitzstellen bestimmt werden.

Die Verteilungen, die bei der Analyse interpoliert wurden, sind die im Monte-Carlo
Generator fiir verschiedene A—, a— und e,~Werte erzeugten und danach geglatteten
Histogramme. Die Interpolation in A-, a— bzw. e,—Richtung mit kubischen Splines
liefert fiir nichtsimulierte Zwischenstellen sehr zuverlissige Werte, denn die Knoten-
abstinde sind nicht allzu groB, und die wirklichen Verteilungen sind wie der Spline
glatt und besitzen nur geringe Kriimmung. Noch groflere Zuverlassigkeit wird da-
durch erzielt, daBl gleichzeitig alle drei Splines (d.h. die Splines in A,a und &)
ausgewertet werden und das arithmetische Mittel in die weitere Analyse eingeht
(Kapitel 5.2.2).
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